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Capitolo 1

Elementi di teoria
assiomatica degli insiemi.

1.1 Introduzione

In questo corso ci occuperemo di problemi di Topologia insiemistica e ge-
nerale, che sono stati sviluppati in tempi recenti. Talvolta saremo condotti
a occuparci di risultati che sono consistenti o indipendenti. Una certa
proposizione v si dice consistente all’interno di una teoria T (e si scrive
Con(T+1)) se non & possibile dimostrare che in T vale —). Si dira che ¢ &
indipendente da T se in T non si puo dimostrare né ¢ né —). In generale tale
consistenza o indipendenza sara provata non direttamente, ma per mezzo
della deduzione logica dei risultati considerati da una certa proposizione,
chiamiamola ¢, indipendente dalla teoria degli insiemi (¢ puod essere, per
esempio, I’assioma di Martin (MA) + la negazione dell’ipotesi del continuo
(CH) oppure l'ipotesi del continuo stessa). Allora anche le conseguenze de-
dotte da ¢ risulteranno essere consistenti o addirittura indipendenti dalla
teoria degli insiemi (quest’ultimo fatto si verifica tipicamente se una propo-
sizione ¢ ¢ deducibile da MA +- CH mentre = ¢ deducibile da CH).

Dovendo decidere sulla consistenza o indipendenza di proprieta di spazi
topologici o di spazi di misura, ¢ necessario che siano enunciati in modo
formalmente preciso gli assiomi della teoria degli insiemi e che sia data
una descrizione precisa del linguaggio del prim’ordine della teoria stessa;
esporremo percio anche alcuni elementi di logica formale.

Inoltre nel seguito faremo una trattazione sufficientemente precisa della
teoria dei numeri ordinali e cardinali, che tanta parte ha recentemente avuto
nello sviluppo della topologia insiemistica e generale, attraverso la teoria
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delle funzioni (o invarianti) cardinali.

1.2 Gl assiomi

Diamo di seguito una lista degli assiomi della teoria degli insiemi di Zer-
melo Fraenkel con l'assioma di scelta (Choice Axiom in inglese) da ora
in poi detta Teoria ZFC. Questa lista servira di riferimento. Successiva-
mente costruiremo tutta la Matematica (almeno quella parte che ci interes-
sa) basandoci solo sulle conseguenze logicamente tratte da questa lista. Si
noti che la lista € in realta infinita poiché contiene due Schemi di assiomi
che forniscono un assioma per ogni formula. Vedremo che le formule del
linguaggio del prim’ordine della teoria degli insiemi sono un’infinita nume-
rabile.

Assioma 0. Di Esistenza.

Assioma 1. Di Estensionalita.

Vavy(Vz(z €z oz €y) »x =1y)

Assioma 2. Di Fondazione.

Vo [Jy(ly € x) - Jy(ycx A—-F2(z €z Az € y))]

Schema di Assiomi 3. Schema di Comprensione o Isolamento. Per ogni
formula ¢ con variabili libere comprese tra x, z,wy, . .., w,, ma non ¥y,

VaVwy, ..., w,FyVe(z €y - x € 2N\ D)

Assioma 4. Della Coppia.

VaVydz(z € z Ay € 2)
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Assioma 5. Dell’Unione.

VFIAVYVz(z EY AY € F -z € A)

Schema di Assiomi 6. Schema di Rimpiazzamento. Per ogni formula ¢
con variabili libere comprese tra x,y, A, w1, ..., wy,

VAYwy, ..., wy, [Vx € Adlyd(z,y) — IYVz € Ay € Yo(x, y)}

Sulla base degli Assiomi 0, 1, 3, 4, 5, 6, come vedremo piu avanti, si
possono definire la relazione d’inclusione C, I'insieme vuoto (), la relazione
di successivo ordinale di un insieme x, cosi definita: S(z) = xU{z}. Inoltre
la nozione di buon ordinamento. Confortati da questo fatto e supponendo
note le definizioni che saranno esplicitate nelle prossime pagine, possiamo
esporre con linguaggio piu semplice e intuitivo gli assiomi seguenti

Assioma 7. Dell’Infinito.

Jz(0 € z AVy € 2(S(y) € 2))

Assioma 8. Dell’Insieme Potenza.

VedyVz(z Cx — z € y)

Assioma 9. Di Scelta.

VA3R(R ¢ un buon ordine per A)

ZFC ¢ il sistema d’assiomi 0 — 9. Talvolta potremo considerare solo
parte di questi assiomi. Per esempio, ZF indica solo gli assiomi 0 — 8; ZF
- P indica gli assiomi 0 — 7, ZFC - P indica il sistema degli assiomi 0 —
7piun 9. ZFC™, ZF~, ZF~ - P e simili, indica che dal sistema di assiomi
elencato si intende omesso I’Assioma 2 di Fondazione. ZF~ - P - Inf, indica
che anche I'assioma dell’Infinito & omesso.
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1.3 Un cenno alla logica formale

Poiché, almeno occasionalmente, ci occuperemo di risultati di compatibilita
e indipendenza, necessariamente sono stati dati in modo esplicito gli assiomi
della teoria degli insiemi. Come si vede essi sono esposti in modo formaliz-
zato per mezzo di formule di un linguaggio del prim’ordine. Vogliamo ora
precisare meglio qual ¢ il linguaggio del prim’ordine nel quale sara descritta
la nostra teoria e che cosa precisamente intenderemo dicendo che una certa
formula & una deduzione formale nel sistema d’assiomi scelto.

I simboli basilari del nostro linguaggio formale sono A,—,3,),(,€,= ¢
v;, per ogni numero naturale j, per simboleggiare le variabili. Sono noti
i significati intuitivi dei vari simboli: A significa “ e 7, 3 “ esiste 7, €
denota ’appartenenza, = 'uguaglianza, mentre le parentesi sono ampia-
mente usate per chiarire il senso di ogni proposizione, togliendo possibilita
d’equivoco nell’interpretazione, e vy, v1, . . . denotano un’infinita numerabile
di variabili. Ogni sequenza finita di simboli & un’espressione, per esempio:
—3-(()3. Parlando di formule si intendono quelle espressioni che riteniamo
significative; precisamente esse sono costruite secondo le seguenti regole:

1) v; € vj e v; = v; sono formule per ogni %, j; esse si dicono formule
atomiche.

11) Se ¢ e 1 sono formule lo sono anche (¢) A (¥), =(¢), e Fv;(¢) per ogni
1.

Per esempio, la seguente & una formula: Jvg(Fv1((v, € v1) A (v1 €
vg))). Formalmente non & una formula la seguente, nella quale le parentesi
non sono impiegate cosi strettamente da evitare ogni possibile equivoco
d’interpretazione: vy € vy A —=(v1 € vp). Mancano nel nostro linguag-
gio molti altri simboli logici comunemente impiegati in matematica, quali
V,V,—, <. Tuttavia ¢ ben noto che essi possono essere espressi utiliz-
zando 1 simboli sopra presentati; per esempio Vv;(¢) si pud considerare
come un’abbreviazione di —(3v;(—(¢))) e analogamente per gli altri simboli
ricordati. Inoltre spesso molte parentesi saranno omesse quando il contesto
sia sufficientemente chiaro. Infine ricordiamo che v; # v; ¢ un’abbreviazione
di —(v; = v;) e che v; ¢ v; abbrevia —(v; € v;). Naturalmente useremo
molte altre abbreviazioni oltre a quelle ricordate; principalmente useremo
la lingua italiana (o comunque una lingua umana) con ’aggiunta di simboli
logici e non, invece di esprimerci solo attraverso formule. Si dira comune-
mente vi sono insiemi x,y e z tali che x € y e y € z invece di scrivere una
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formula quale

300(3’01(3’02((’00 S 1}1) A (’Ul S 'UQ)))) . (1)

L’assioma di comprensione (o isolamento) & reso preciso richiedendo che la
proprieta sia espressa da una formula. Tuttavia, non sara necessario scri-
vere esplicitamente la formula ogniqualvolta applicheremo ’assioma di com-
prensione. Bastera usare il linguaggio comune, quando sia chiaro a quale
formula corrisponde il discorso fatto. Una sottoformula di ¢ € una sequenza
consecutiva di simboli di ¢ che sia a sua volta una formula. Per esempio,
la formula Jvg(Jvy (3vz(ve € v1) A (v1 € v2))), ha le seguenti sottoformule:
(’U() € ’Ul), (Ul € ’UQ), ((U() € ’Ul) AN (Ul € ’Ug)), E"UQ((U() € ’U1) AN (’Ul € 'UQ)),
Fu1 (Fua((vg € v1) A (v1 € v2))), Fvg(Fvr(Fua((vg € v1) A (V1 € v2)))). T
campo d’azione di un quantificatore (in inglese scope) in una sua occorrenza
Juv; € 'unica sottoformula che comincia con quel quantificatore Jv;. Per e-
sempio, il campo d’azione di Jvy nella formula (1) & ((vg € v1) A (v1 € v2)).
L’occorrenza di una variabile in una formula ¢ detta legata se giace nel
campo d’azione di un quantificatore che agisce su quella variabile; altrimenti
I'occorrenza ¢ detta libera.! Per esempio, nella formula (1) 'occorrenza delle
tre variabili & legata; nella sottoformula Jv1(Jva((vg € v1) A (v1 € v2)), le
variabili v; e vo sono legate, vy € libera. Intuitivamente, una formula espri-
me una proprieta delle sue variabili libere, mentre le variabili legate sono
usate solo per esprimere affermazioni esistenziali che potrebbere essere fatte
anche usando altre variabili. Cosi la formula (1) ha lo stesso significato della
seguente formula

3’05(31}4(31}3((1}5 S ’U4) A (’U4 S ’03)))) . (1/)

Naturalmente anche il quantificatore universale Vv; lega le sue variabili,
essendo un’abbreviazione di —3Jv;—.

Spesso in una discussione, presentiamo una formula e la indichiamo
con ¢(x1,...,x,) per mettere in evidenza la sua dipendenza dalle variabili
Z1,...,Zn. Successivamente se yq, ..., Yy, sono altre variabili, ¢(y1,...,yn)
denotera la formula risultante dalla sostituzione di ogni occorrenza di x; con
y;. Tale sostituzione & detta libera o legittima se e solo se nessuna occorrenza
libera di un x; € nel campo d’azione di un quantificatore Jy;. L’idea & che
d(y1,-..,yn) dovrebbe affermare intorno a yi,...,y, esattamente quanto

LPit precisamente I'insieme delle variabili libere V L(¢) in una formula ¢ & definito
come segue:

(1) Se ¢ & una formula atomica V' L(¢) ¢ l'insieme delle variabili di ¢;

() VL(=¢) = VL(¢);

(m)VL(p Ap) = VL(¢VY) = VL(¢ — ) = VL(¢) UV L(¥);

(1v) VL(Jvi¢) = VL(Vv;¢) = VL(¢) \ {vi }.
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afferma ¢(z1,...,2,) intorno a z1,...,z,; ma questo potrebbe non essere
piu vero se qualche y; fosse legato da un quantificatore di ¢. In generale, as-
sumeremo che le nostre sostituzioni siano libere. E da notare che I'uso della
notazione ¢(z1,...,2,) non implica che ogni x; si presenti effettivamente
libera nella formula; inoltre la formula puo avere altre variabili libere che
nella particolare discussione che stiamo svolgendo non vengono enfatizzate.

Sia, per esempio, ¢(v1,vs) la formula (Jvg(vg € v1)) A (Fv1(ve € v1));
allora ¢(vg,vg) ¢ la formula

(31}0(110 € UQ)) A (EIUI(UQ € Ul))

nella quale la sostituzione di di vy,v3 con ve,vs & libera; la ¢(vq,vs) ha
rispetto a vg, vg lo stesso significato di ¢(vy,vs) rispetto a vy, vs. Invece la
@(vg,vg) € la formula

(3?]0(’1]0 S ’UQ)) A (31}1(1}2 S Ul))

nella quale il significato della formula e totalmente travisato: la sostituzione
di ve con vy non & libera. Il significato di ¢(vy,vg) € infatti “vo ha un
elemento”; invece il significato di ¢(vp,vg) & “c’é un insieme che ha sé stesso
come elemento”.

Una proposizione & una formula senza variabili libere. Intuitivamente
rappresenta un’affermazione che puo essere solo vera o falsa. ZFC ¢ un
certo insieme di proposizioni. Se S € un insieme di proposizioni e ¢ e
una particolare proposizione allora S F ¢ significa intuitivamente che ¢
¢ dimostrabile a partire da S con argomenti puramente logici, nei quali
proposizioni di S si possono assumere come assiomi ma non si fa riferimento
al significato usuale di €. Formalmente, definiamo S F ¢ qualora vi sia
una deduzione formale di ¢ a partire da S. Una deduzione formale & una

successione finita di formule ¢4, ..., ¢, nella quale ¢,, € ¢ e per ogni i, ¢;
€ in S o & un assioma logico o € una conseguenza per mezzo d’assegnate
regole d’inferenza di ¢1, ..., ¢;_1. Nozioni quali quella d’assioma o di regola

d’inferenza sono assegnate in modo puramente sintattico. Ricordiamo che,
oltre agli assiomi propri di una teoria, si devono sempre supporre dati anche
gli assiomi logici. Una scelta di tali assiomi e per esempio la seguente dovuta
a Mendelson, nella quale i connettivi scelti come fondamentali sono - e —
e il quantificatore scelto come primitivo & quello universale:

L ¢—(@®—9).
IL (¢—= W —=X)—=(¢—=1) = (= X)
O (= — =¢) = ((~¢ — @) — ¥).
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IV. Vz;¢(x;) — ¢(t), se t & un termine libero per z; in ¢(x;).

V. Vai(¢p — ¢) — (¢ — Va;4b) se ¢ & una formula che non contiene
occorrenze libere di x;.

Inoltre vi sono le seguenti regole d’inferenza
a) Modus Ponens: da ¢ e ¢ — 1, 1.

b) Generalizzazione: da ¢, Va;¢.

I termini di una teoria sono cosi definiti
1) Le variabili e le costanti individuali sono termini;

1) Se fI & una lettera funzionale e ti,to,...,t, sono termini, allora
fi*(t1,ta, ..., t,) & un termine.

Qui per lettera funzionale si intende una lettera f7* (n indica il numero
degli argomenti, ¢ distingue le varie lettere funzionali) che sta a rappre-
sentare operazioni sul dominio del discorso, quali per esempio, I’addizione e
la moltiplicazione in un anello, la legge di composizione in un gruppo, etc.
Nel caso della teoria degli insiemi, non ci sono lettere funzionali e non ci
sono costanti individuali (nel seguito sara introdotta la costante individuale
() per indicare I'insieme vuoto): dunque gli unici termini sono le variabili.
Infine un termine ¢ si dice libero per x; in ¢ se nessuna occorrenza libera di
x; in ¢ si trova nel campo d’azione di un quantificatore Jxy, dove x5 € una
variabile di ¢.

Se S F ¢ e S & l'insieme vuoto di proposizioni, allora si scrive - ¢ e
si dice che ¢ & logicamente valido. Se b (¢ < 1) si dice che ¢ e ¥ sono
logicamente equivalents.

Se ¢ e una formula, la chiusura universale di ¢ ¢ una proposizione
ottenuta quantificando con quantificatori universali tutte le variabili libere
di ¢. Per esempio se ¢ ¢ la formula

r=y—-Vz(z€x—zcy) ,

allora VaVy¢ and VyVz¢ sono le chiusure universali di ¢. Tutte le chiusure
universali di una formula sono logicamente equivalenti. Nel linguaggio co-
mune quando si afferma la validita di ¢ si intende la validita della chiusura
universale di ¢. Formalmente, se S & un insieme di proposizioni e ¢ & una
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formula, allora scriveremo S F ¢ per significare che la chiusura universale
di ¢ e derivabile da S. Le nozioni di equivalenza logica e di validita logica
possono essere estese alle formule. ¢ ¢ logicamente valida se lo € la sua
chiusura universale; ¢ e 1 sono logicamente equivalenti se lo sono le loro
chiusure universali. Questo fatto ci permette di essere piu precisi sul fatto
che le variabili legate sono mute. Se ¢(z1,...,z,) & una formula avente
le sole variabili libere x1,..., 2z, e ¢'(x1,...,x,) deriva dalla sostituzione
delle variabili legate di ¢ con altre variabili, allora ¢ e ¢’ sono logicamente
equivalenti. Cio ci consente di essere permissivi nell’uso delle lettere usate
al posto dei simboli ufficiali vy, ..., v,. Cosi I'assioma di coppia puo essere
rappresentato da
VaVy3dz(x € z Ay € z)

invece del piu formale
Vo Yv; 3k (v; € v A vy € vg)

per tre i, j, k distinti.

Possiamo anche permetterci di essere imprecisi in altre occasioni; per
esempio accettando che la formula ¢ A A x possa abbreviare sia ¢ A (¢ Ax)
che (¢ A1) Ax dal momento che le due formule sono logicamente equivalenti.

Se S & un insieme di proposizioni, S si dice consistente (Con(S)) se per
nessuna formula ¢ vale S ¢ e anche S F —¢. Se S e inconsistente, allora
S 1 per ogni ¥ e quindi S non ha alcun interesse. Poiché ogni teorema &
una tautologia si dimostra che S F ¢ se e solo se S U —¢ ¢ inconsistente e
S —¢ se e solo se S'U ¢ e inconsistente. Dunque ZFCEHCH & equivalente
a Con( ZFC + — CH), ossia a Con(ZFCU—-CH).

Intuitivamente z = y significa che x e y sono lo stesso oggetto. Percio
formalmente le proprieta dell’'uguaglianza sono logicamente valide e non
devono essere date come assiomi di ZFC. Per esempio

Fe=y—Vz(zexz—zey) |,

mentre la reciproca € un teorema di ZFC poiché la sua chiusura universale
¢ un assioma (di Estensionalita).

Il fatto che le deduzioni formali da S sono oggetti finiti significa che
esse possono citare solo un numero finito di proposizioni da S, anche se S
¢ infinito. Vale percio il seguente teorema

Teorema 1.3.1 (Di Compattezza). (a) Se S ¢, esiste un sottoinsieme
finito So C S tale che Sy ¢. (b) Se S é inconsistente esiste un sottoin-
sieme finito Sy C S tale che Sy € inconsistente.

Cio sara importante poiché ZFC & un insieme infinito d’assiomi.
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1.4 La filosofia della Matematica

Al fine di comprendere 1'utilita o la sensatezza di dimostrazioni di consisten-
za o di indipendenza, puo essere interessante presentare seppure in modo
estremamente semplificato e quasi caricaturale i modi filosofici d’intendere
la Matematica che sono maggiormente diffusi. Ci riferiamo al punto di vista
platonistico, finitistico e formalistico.

Per un platonista la teoria degli insiemi ¢ qualcosa che ha una sua esi-
stenza al di fuori di noi. Gli assiomi della teoria sono semplicemente alcune
proposizioni ovviamente vere della teoria stessa. Cosi e degli assiomi di
ZFC. 1l fatto che questi assiomi non possano né provare né confutare CH,
nulla dice sulla verita di CH stesso e non preclude la possibilita che CH
possa venire un giorno provato inserendo tra gli assiomi qualche principio
ovviamente vero che ci siamo semplicemente dimenticati di elencare. Tut-
tavia un platonista dovrebbe ritenere utile la prova d’indipendenza di CH
da ZFC, poiché essa gli dice che & tempo sprecato cercare di provare CH o
- CH da ZFC, a meno che non venga introdotto qualche nuovo principio
insiemistico.

Per un finitista hanno significato solo gli oggetti finiti. Non trova giu-
stificato considerare I'insieme dei razionali; dunque, a maggior ragione, per
lui CH & una proposizione priva di senso. Naturalmente tale posizione e
giustificata dal fatto che in natura noi possiamo osservare solo oggetti finiti
e quindi gli oggetti infiniti sono pure finzioni dell’immaginazione dei mate-
matici. Tuttavia questo punto di vista estremo ci costringe ad eliminare una
gran parte della moderna matematica, e a complicare molto la descrizione
della parte che si riesce a salvare.

Per un formalista la teoria degli insiemi riveste il massimo interesse.
Lo sviluppo formale di ZFC ha senso da un punto di vista strettamente fini-
tistico: gli assiomi di ZFC non significano nulla, sono solamente successioni
finite di simboli. L’affermazione ZFC F ¢ significa che vi &€ una successione
finita di successioni finite di simboli, I'ultima essendo quella simbolizzata
da ¢; cioe una dimostrazione formale di ¢. La suddetta affermazione ha
senso perché, anche se ZFC ha infiniti assiomi, si puo riconoscere in un
numero finito di passi quando una particolare proposizione & un assioma
di ZFC. In generale un formalista puo procedere come un platonista e, se
sfidato sul fatto di adoperare oggetti infiniti, puo semplicemente rispondere
che tutto quello che egli fa € mettere in fila una dopo l'altra successioni
finite di simboli.

Dal punto di vista pedagogico e pili semplice affrontare la trattazione dal
punto di vista platonistico, come in generale faremo e come fa la maggior
parte dei matematici. Cioe, per stabilire che ZFC F ¢ produrremo un
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argomento che ¢ ¢ vero ammesso che lo siano gli assiomi di ZFC. In generale
un formalista potra dedurre da tale argomento una prova formale di ¢,
anche se non sempre cio sara particolarmente facile.

Sara spesso opportuno e talvolta importante fare una distinzione tra
teoria formale e metateoria. Se si lavora in ZFC la teoria formale & ZFC.
Supponiamo, per esempio, di enunciare il seguente

Teorema 1.4.1 FEsiste un’infinita non numerabile di numeri reali.

Con cio intendiamo affermare una proposizione del linguaggio formale all’in-
terno di ZFC.
Invece la metateoria dice quello che e realmente vero. Per esempio

Con(ZFC) — Con(ZFC + CH)

¢ una tale affermazione realmente vera intorno alla teoria ZFC. La di-
mostrazione di tale fatto intorno alla teoria formale & ottenuta per mezzo
d’una procedura costruttiva che se applicata ad una contraddizione di ZFC
+ CH ne produce una di ZFC.

Per un finitista il Teorema sulla cardinalita dei reali ¢ solamente una
proposizione formale in quanto si riferisce a insiemi infiniti e quindi non
¢ realmente vero. Per un platonista entrambe le affermazioni sono fatti
veri relativi al mondo reale. Tuttavia il primo teorema ¢ anche puramente
formale nel senso che esso puo essere stabilito sulla base solamente di ZFC.

1.5 Che cosa intendiamo per insiemi

Presenteremo in modo informale quella che intenderemo per interpretazione
usuale degli assiomi di ZFC.

Un’interpretazione del linguaggio della teoria degli insiemi ¢ definita
specificando un dominio del discorso non vuoto, nel quale si intende che
corrano le variabili, e una relazione binaria su quel dominio che sia un’in-
terpretazione della relazione d’appartenza €. Se ¢ & una proposizione del
linguaggio della teoria degli insiemi, in una certa interpretazione ¢ € o vera
o falsa. Per esempio, il dominio del discorso potrebbe essere I'insieme degli
interi Z e si potrebbe interpretare x € y come x < y. Questa sarebbe
un’interpretazione legittima anche se la proposizione

Vedy(y € x)

€ vera in questa interpretazione ma e confutabile in ZFC. Naturalmente
non tutti gli assiomi di ZFC sono veri nell’interpretazione detta.
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Nell'interpretazione usuale ( “intended” in inglese) di ZFC, nella quale
tutti gli assiomi di ZFC sono supposti veri, z € y € interpretato proprio
come “x € un elemento di y”. E invece piu difficile da descrivere il dominio
del discorso. Vogliamo che la teoria degli insiemi sia fondamento di tutta la
matematica; dunque tutti i concetti matematici dovranno essere catturati
parlando solo di insiemi; di conseguenza le nostre variabili non dovranno
variare su oggetti quali cavalli, vacche, maiali o uomini. Se V' ¢ una vacca
{V} & un insieme ma non un oggetto legittimo del nostro universo del
discorso. Piu in generale, poiché vogliamo parlare solamente di insiemi
tutti gli elementi dei nostri insiemi dovranno essere a loro volta insiemi.
Dunque gli oggetti del dominio del discorso saranno insiemi ereditari e ogni
loro elemento lo sara.

A parte linterpretazione usuale ci sono quelle ad hoc. Esse sono la
base delle dimostrazioni di consistenza. Se S ¢ un insieme di proposizioni
possiamo dimostrare la sua consistenza producendo un’interpretazione nella
quale tutte le proposizioni di S sono vere. Di solito, € & ancora interpretato
come appartenenza, mentre il dominio del discorso ¢ solo una parte del
dominio degli insiemi ereditari. Per esempio, l'indipendenza di CH sara
ottenuta dimostrando che esiste un’interpretazione di ZFC 4+ CH e un’altra
di ZFC + —CH, senza mai decidere se CH & o no vero nell’interpretazione
usuale.

La giustificazione di questo modo di procedere per ottenere prove di
consistenza sta nel Teorema di Completezza di Godel (1930); se S vale
in qualche interpretazione, allora S ¢ consistente. Infatti le regole di de-
duzione formale (Modus Ponens e Generalizzazione) sono tali che se S+ ¢,
allora ¢ deve essere vera sotto ogni interpretazione che renda vere le propo-
sizioni di S. Se fissiamo un’interpretazione nella quale S & verificato, allora
ogni proposizione falsa in quell’interpretazione non e dimostrabile da S.
Poiché ¢ e —¢ non possono valere nella stessa interpretazione, S non puo
provare entrambe ¢ e =¢. Dunque S ¢ consistente. La parte non banale del
Teorema di Godel e che se S & consistente, allora S ¢ verificato in qualche
interpretazione nella quale il dominio del discorso si puo prendere nume-
rabile (Teorema di Lowenheim e Skolem, 1915 e 1919); naturalmente, in
quest’interpretazione, in generale, € non ¢ la relazione d’appartenenza.

1.6 Estensionalita e comprensione

Iniziamo a discutere gli assiomi di ZFC

Assioma 0. Esistenza.
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Questo assioma afferma che il nostro universo non ¢ vuoto.

Assioma 1. Estensionalita.
VaeVy(Vz(z €x - z€y) — x =vy)

Cio significa che un insieme ¢ individuato dai suoi elementi. Ricordando
la discussione informale del precedente paragrafo 1.5 sull’interpretazione
usuale della teoria degli insiemi, ricordiamo che le variabili x, y, z denotano
insiemi ereditari. Dati insiemi ereditari x e y affermare che Vz(z € z < z €
y) significa dire che x e y hanno gli stessi insiemi ereditari come elementi.
Ma i soli elementi di « e y sono insiemi ereditari. Dunque x e y sono lo
stesso insieme! Naturalmente e utile in molte situazioni concrete che lo
stesso insieme risulti espresso in modi significativi e diversi. (Che cosa sia
significativo dipende dal gusto di ogni singolo matematico e, in una stessa
persona, pud cambiare nel tempo).

L’assioma di Comprensione, detto anche di Separazione, mira a for-
malizzare la costruzione degli insiemi nella forma {z : P(z)} dove P(z)
denota una proprieta matematica. La nozione di proprieta e resa rigorosa
attraverso la nozione di formula, come e stata presentata in un paragrafo
precedente.

Il modo ingenuo di presentare I’assioma sarebbe di scriverlo come segue:
JyVa(z € y < ¢). Tuttavia & ben noto che questa presentazione & soggetta
al famoso Paradosso di Russell : se ¢ fosse la formula ¢ ¢ = “I’assioma”
darebbe, ponendo y al posto di z, y € y <> y € y, che & evidentemente una
contraddizione. Si noti infatti che, valendo Vz(z € y < a & ), nulla si
oppone ad attribuire a x il particolare valore y. Questo fatto ha condotto a
maggiore prudenza e a usare I’assioma di comprensione nella forma seguente

Schema di assiomi 3. Schema di Comprensione.
Per ogni formula ¢ che non abbia y come variabile libera, la chiusura
universale di quanto segue € un assioma

IyYVa(r ey — x € 2N Q)

¢ puo avere un qualsiasi numero di altre variabili libere. L’y del quale si
afferma D’esistenza € unico per I'assioma di estensionalita ed & usualmente
denotato con {z : z € z A ¢}, oppure {z € z : ¢}.

L’assioma di comprensione esprime un’unica idea, ma fornisce in realta
un’infinita di assiomi. Esso & uno schema d’assioms; (ad ogni formula ¢
corrisponde un assioma).

La restrizione imposta che ¢ non abbia la variabile libera y elimina la
possibilita di auto riferimento nella definizione degli insiemi e permette di
evitare che si presentino contraddizioni.
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Se z & un insieme, allora per ’assioma di comprensione, si puo formare
Iinsieme {x € z : © # z}, che ¢ un insieme senza elementi. Poiché per
I’assioma 0 esiste qualche insieme, allora esiste anche un insieme privo di
elementi; per 'estensionalita tale insieme € unico.

Definizione 1.6.1 () ¢ ['unico insieme y tale che Va(z & y).
Si puo dimostrare che non esiste un insieme universale

Teorema 1.6.1
—I2Va(z € 2)

DIMOSTRAZIONE: Se esistesse z tale che Va(z € z), allora, per Compren-
sione, si potrebbe formare {x € z : x € 2} = {x : x € x}, che darebbe luogo
a contraddizione per il paradosso di Russell discusso precedentemente.O

Useremo A C B per abbreviare Vz(x € A — x € B). Allora valgono
fcAeAcCA.

Usando gli assiomi 0, 1 e 3 si puo provare l'esistenza del solo insieme
vuoto. Infatti se il dominio del discorso consta del solo insieme vuoto e se
€ ha l'usuale interpretazione, gli assiomi 0, 1, 3 valgono in questa interpre-
tazione, ma vale pure Vy(y = 0), e quindi i tre assiomi detti non possono
confutare la precedente affermazione. Dunque sono necessari ulteriori as-
siomi per costruire altri insiemi oltre a ().

1.7 Relazioni, funzioni, buon ordinamento

Proseguiamo nell’esposizione delle conseguenze degli assiomi della teoria
degli insiemi. Gli assiomi che esamineremo di seguito sono

Assioma 4. Della Coppia.
VaVydz(z € 2 Ay € 2)
Assioma 5. Dell’Unione.
VFIAVYVa(x e Y ANY € F - x € A)

Schema di assiomi 6. Schema di Rimpiazzamento.
Per ogni formula ¢ che non contenga la variabile libera Y, la chiusura
universale della seguente formula € un assioma

Vo € Adlyo(z,y) — FYVe € Ay € Yo(z,y)
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L’assioma della coppia dice che dati gli insiemi x e y esiste un insieme
z che li contiene entrambi. Usando l’assioma di estensionalita si vede poi
che esiste un solo insieme che contiene esattamente x e y. E precisamente
I'insieme cosi definito: {v € z : v = z Vv = y}. Questo insieme, detto
anche coppia non ordinata, si denota solitamente con {z,y}. Il singoletto
¢ linsieme {z} = {x,2}. Definiamo la coppia ordinata (x,y) come segue:
(x,y) = {{z},{z,y}}. Questa definizione & dovuta a Kuratowski; in parte
la definizione di coppia ordinata e arbitraria e quella scelta ¢ una delle
definizioni possibili. Il fatto essenziale ¢ che la definizione scelta assicura,
come ¢ facile verificare, che

(z,y) =" y) cx=a""Ny=1

L’assioma di unione afferma che assegnata una famiglia d’insiemi F esiste
un insieme A tale che ogni membro Y € F & un sottoinsieme di A. L’unione
di F si definisce come segue

UF={zcd: v eFxeY)}

L’esistenza di tale insieme & giustificata dall’esistenza dell’insieme A pos-
tulata dall’Assioma 5. Quando F # () si pud definire Uintersezione della
famiglia F come segue

(F={z:VWWeFzeY)} ;

quest’insieme esiste perché se B ¢ un qualsiasi elemento di F allora esso si
puo rappresentare come segue

((F={zeB:VWeF(zeY)}

Se F = 0 allora | JF = 0 mentre (| F “dovrebbe essere” la classe universale
che nel sistema ZFC non ha diritto a un’esistenza ufficiale: cioé non & un
insieme. Infine AN B =N{A,B}, AUB=U{A,B}e A\B={z € A:
x ¢ B}.

Lo schema di rimpiazzamento da luogo a un’infinitd (numerabile) di
assiomi, uno per ogni formula ¢. Il suo significato in linguaggio comune & il
seguente: se ¢(x,y) ¢ una formula funzionale, cioe tale che per ogni z € A
ci sia un solo y per il quale valga ¢(x,y), allora esiste un insieme Y che
raccoglie tutti gli y tali che esiste € A per il quale vale ¢(z,y). Questo
insieme si puo descrivere, grazie all’assioma di rimpiazzamento e a quello
di comprensione (o di isolamento), come segue

{yeY 3z e Ap(x,y)}
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Grazie agli assiomi fin qui dati si puo definire il prodotto cartesiano di due
insiemi
AxB={(z,y):x€ ANy € B}
La definizione e giustificata in base alle seguenti considerazioni. Per ogni
y € B si consideri la seguente formula funzionale ¢(z,y) data da
2= (z,y):
Ve € AJlz(z = (z,y))

Si pud allora formare (per rimpiazzamento) I'insieme
prod(A,y) = { : 3w € A(z = (5,))} ;
si consideri poi la formula funzionale 1 (y, z) data da z = prod(A, y):
Yy € BEI!z(z = prod(A,y))
Dunque otteniamo
prod’(A, B) = {prod(4,y) : y € B}

Infine si ha
AxB= LJprod'(A7 B)

Definiamo ora alcune ulteriori nozioni che possono essere sviluppate sulla
base degli Assiomi 0, 1, 3, 4, 5 e 6. Una relazione ¢ un insieme R che ha
come elementi coppie ordinate. Si definiscono inoltre

dom(R) = {z : Jy({z,y) € R)} e im(R) = {y: Jx((z,y) € R)}

Il dom(R) si dice il dominio di R, mentre im(R) = ran(R) si dice " immag-
ine (in inglese range) di R. Si dice campo di R V'insieme F(R) = dom(R) U
im(R). Queste definizioni hanno senso, a priori, per ogni insieme R, tut-
tavia sono solitamente usate solo quando R ¢ una relazione. In questo caso si
ha che R C dom(R) xim(R). Si definisce infine R~ = {{z,y) : (y,z) € R},
cosicché (R™1)~! = R, se R & una relazione. f si dice una funzione se f &
una relazione e inoltre

Va € dom(f)3ly € im(f)({(z,y) € f)

f: A — B significa che f & una funzione, A = dom(f) e im(f) C B. Se
f:A— Beux €A, f(x) & lunico y tale che (x,y) € f. Se C C A, allora
f1C=fn(C x B) e detta la restrizione di f a C. Con f(C) o con
/" C, quando la precedente notazione possa creare confusione, indichiamo

Vim(f | C)={f(z): 2 € C}.
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f : A — B si dice iniettiva se f~! & una funzione; si dice suriettiva se
im(f) = B; si dice biiettiva se ¢ sia iniettiva che suriettiva.

Un ordine totale (o ordine totale stretto) € una coppia (A4, R) tale che
R ordini totalmente A in senso stretto, cioé che A sia un insieme e R una
relazione su A, ossia avente campo F(R) = A, che soddisfi le proprieta
transitiva, irriflessiva e per la quale valga la legge di tricotomia:

Transitivita
Va,y,z € A(xRy ANyRz — zRz)
Irriflessivita
Vo € A(-(zRx)) ,
Tricotomia

Va,y € A(x =y V xRy V yRx)

E da ricordare che talvolta si preferisce usare una relazione d’ordine
debole che si ottiene da una relazione d’ordine stretto R dichiarando che
x < ysexzRyVx=y. Una relazione d’ordine debole soddisfa la proprieta
transitiva e inoltre la proprieta riflessiva Vo € A(x < x) e antisimmetrica
Ve,y e Alx <yAy<z—z=y).

Si e scritto Ry per indicare che (z,y) € R.

Si dice che R & un buon ordinamento per A o che (A, R) & bene ordinato
se (A, R) & un ordine totale e ogni sottoinsieme non vuoto di A ha un
elemento minimo per R. Un insieme S C A si dice un segmento iniziale di
AseVrVy(ly € SAzRy — x € S). Se x € A definiamo pred(A4,z,R) = {y €
A : yRx}. Ovviamente pred(A,z, R) ¢ un segmento iniziale di A. Vale il
seguente

Teorema 1.7.1 Sia (A, R) un insieme bene ordinato. Se S é un segmento
iniziale e S # A, allora esiste x € A tale che S = pred(A, z, R).

DIMOSTRAZIONE: Per ipotesi A\ S # ). Sia x = min(A\ S). Se yRx allora
y € S; altrimenti si contraddirebbe la definizione di  come il minimo degli
elementi in A ma non in S. Dunque pred(A,z, R) C S. Se poi z € S, non
puo essere né xRz né x = z, perché cio implicherebbe = € S; allora deve
essere zRx. Cioe S C pred(A4, z, R). Dunque ¢ S = pred(A,z, R). O

Vale il seguente teorema fondamentale

Teorema 1.7.2 (Principio d’induzione transfinita) Sia (A, R) un insieme
bene ordinato e sia B C A un insieme che soddisfa la sequente proprieta

(1) Vo € A(pred(A,z,R) C B) — (z € B)
Allora B = A.
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DIMOSTRAZIONE: Sia, per assurdo, A \ B # (. Allora tale insieme ha
un elemento R-minimo z. Se yRx, y ¢ A\ B, dunque ¢ y € B. Allora
pred(A,z, R) C B e, per la (1), deve essere x € B; contro 'ipotesi che x
sia il minimo di A\ B (e quindi che z ¢ B). O

Dati due insiemi bene ordinati (4, R) e (B, S), un’applicazione biiettiva
f:A — B si dice un isomorfismo se xRy < f(x)Sf(y). Un’applicazione
f+ A — B sidice crescente se xRy — f(x)S f(y).

Lemma 1.7.3 Sia A un insieme bene ordinato e sia f: A — A un’applica-
zione crescente; allora é xRf(x) oppure x = f(x), per ogni x € A.

DIMOSTRAZIONE: Sia
B={xe€ A:zRf(x)Vzx= f(x)}

Supponiamo che pred(A4,z, R) C B e sia y € pred(A,z, R) C B; allora
yRf(y) oppure y = f(y) e yRz. Allora, per la crescenza di f, & f(y)Rf(z)
e quindi yRf(z). Ora si ha yRf(z) per ogni y € pred(A4, z, R), cio¢ yRz.
Ma z ¢ il minimo elemento per il quale cio accade. Dunque zRf(z) oppure
z = f(z). Cio¢ z € B. Poiché vale (1) si ha B=A. O

Lemma 1.7.4 Siano (A, R) e (B,S) due insiemi bene ordinati, isomorfi.
Allora l'isomorfismo € unico.

DIMOSTRAZIONE: Siano f e g due isomorfismi da A a B. f e g sono
crescenti e cosi sono le applicazioni (g7t o f):A — Ae (f~log): A — A.
Per il lemma precedente si ha che per ogni x € A vale zR(g~ o f)(x)Va =
(g7 o f)(z) e anche zR(f~* o g)(x) Vo = (f~! o g)(x). Dunque si ha
g(x)Sf(x) Vg(x) = f(x) e anche f(z)Sg(z)V f(x) = g(x). Ma cio implica
che siaf(x) = g(x) per ogni x € A. O

Teorema 1.7.5 Siano (A, R) e (B,S) due insiemi bene ordinati. allora
vale una e una sola delle sequenti alternative

(a) (A,R) = (B,S)
(b) 3y € B({A, R) = (pred(B,y, S), S))
(c) 3z € A((pred(A,z, R), R) = (B, S)) .

Qui il stmbolo = indica l'isomorfismo tra i due insiemi bene ordinati.

DIMOSTRAZIONE: Definiamo l'insieme

Z={z€ A:3y € B(pred(4, z,R) = pred(B,y, S))}
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Se x € Z allora esiste f:pred(A,z, R) — pred(B,y,S) per qualche y €
B. Verifichiamo che Z ¢ un segmento iniziale di A. Infatti se uRz e
v = f(u), allora f | pred(A,u, R) realizza un isomorfismo di pred(A4, u, R)
su pred(B,v,S). Dunque u € Z. Essendo Z un segmento iniziale di A
allora Z = A oppure esiste a € A tale che Z = pred(4, a, R). In maniera
analoga si verifica che gli elementi di B corrispondenti agli elementi di Z,
cioe gli y € B tali che pred(4, z, R) = pred(B,y, S), per qualche z € Z,
costituiscono un segmento iniziale di B. Indicheremo tali elementi con Z.
Allora si ha Z = B oppure esiste b € B tale che Z = pred(B,b,S). Ci sono
dunque quattro possibili casi:

() (4, R) = (B,S);

(1) Ja € Apred(A,a, R) = (B, S);

(m) 3be B(A, R) = pred(B,b,5);

(1v) Ja € A3b € B pred(A4,a, R) = pred(B, b, S).

Ma (1v) non si puo verificare; infatti sarebbe a € Z = pred(4, a, R) e quindi
aRa, mentre la relazione di buon ordinamento & stretta, cioe irriflessiva. O

1.7.1 Insiemi transitivi

Definizione 1.7.1 Un insieme X é detto transitivo se Vy € X éy C X;
cioe sezeye X —zeX.

Lemma 1.7.6 Se X ¢ transitivo allora ¢ un modello dell’assioma di es-
tensionalita.

DIMOSTRAZIONE: X transitivo, z,y € X e x # y implica che Ja € (z\ y)U
(y \ z). Ma allora a € X. Dunque  # y implica z N X #yNX. O

Il seguente lemma e di facile dimostrazione
Lemma 1.7.7 Sia X transitivo. Allora si ha

a) ye€ X eynNX =0 implicay = 0.

b) a,z,y € X eanX = {z,y} implica a = {x,y}.
c) a,z,y€ X eanX = (x,y) implica a = (x,y).
d) a,z€ X eanX =Ux implica a = Ux.

e) a€ X eanX ¢&una relazione, implica a ¢ una relazione

(
(
(
(
(
(f

) a€ X eanX éuna funzione, implica a é una funzione.
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Osserviamo che i seguenti insiemi sono transitivi: 0, {0}, {0,{0}}. In-
vece {{0}} non & transitivo. Infatti {0} € {{0}} e 0 € {0}, ma 0 ¢ {{0}}.
Infine osserviamo che se x & un insieme transitivo allora S(z) =z U {z} ¢
pure transitivo. Infatti 'unico elemento di S(z) che & nuovo rispetto agli
elementi di = & = stesso. Ma, dalla definizione, si ha che z € S(z) e anche
x C S(x).

Lemma 1.7.8 Un insieme X ¢ transitivo se e solo se (x C X) — Uz C X.

DIMOSTRAZIONE: Sia X transitivo; x C Xe y € x implicay € X. Sez € y
allora z € X per la transitivita. Ma, per definizione Uz = {z : Jy(z €
yAy € x)}. Cioé z € Uz implica z € X. Sia poi vera I'implicazione
(xCcX)—-UzrCX. Seye X e {y} CX; percio vale pure U{y} C X.
Ma U{y} = y; cioé y C X. Come si vuole per potere affermare che X &
transitivo. O

1.8 I numeri ordinali

Definizione 1.8.1 Un insieme « si dice un ordinale se o & un insieme
transitivo ed & strettamente bene ordinato rispetto alla relazione d’apparte-
nenza €. Si dice che a < 3 se a € (3.

E opportuno premettere

Lemma 1.8.1 Se A ¢ un segmento iniziale di ordinali (rispetto a € ), allora
A ¢ un ordinale.

DIMOSTRAZIONE: Per definizione, se y € A e x € y allora z € A; dunque
A & transitivo. Se poi ) # B C A, siay € B; allora {zr € y:z € B} ¢ un
sottoinsieme di un ordinale. Se ¢ vuoto, allora y € il minimo di B; se non e
vuoto allora ha un minimo u € y, che ¢ anche il minimo di B in A. Dunque
A & transitivo e bene ordinato da €: € esso stesso un ordinale. O

Vale allora il seguente

Teorema 1.8.2 (Teorema fondamentale).
(1) Se x & un ordinale e y € x, allora y ¢ un ordinale e y =
pred(z,y, €).
(2) Sex ey sono ordinali e x =y, allora x = y.

(3) Sex ey sono ordinali, allora esattamente una delle sequenti
alternative vale: (x =y)V (z €y)V (y € z).

(4) Se z,y,z sono ordinali e x € y, y € z, allora x € z.
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(5) Se C ¢ un insieme non vuoto di ordinali, allora Iz € CVy €
C(x e yVa=uy). Cioé ogni insieme non vuoto di ordinali ha
Un mMInimo.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Sia y € x. Allora, per la transitivita di x, ¢ certamente y C x.
Supponiamo z € y e u € z. Poiché z € z ¢ anche u € x e poiché €
ordina totalmente z, si deve avere pure u € y. Cioe y € transitivo. Come
sottoinsieme di x, anche y € bene ordinato da €. Percio y ¢ anch’esso un
ordinale e tautologicamente vale y = {u € = : u € y}. Ossia y & U'insieme
dei suoi predecessori y = pred(z, y, €).

(2) Sia ¢ & y con z, y ordinali; allora esiste un’applicazione biiettiva
fix—ytalecheuecvex — f(u) € f(v) €y. Sia

A={uewus fu)}

Se si suppone x # y, & A # (. Certamente 0 := ) ¢ A. Supposto A # )
sia v = minA; v € x e v # f(v). D’altra parte Yu € v & u = f(u). Ora
v ={u € v: f(u) = u} & un segmento iniziale di = e di y per la definizione
stessa di v. Infatti v ha tutti gli elementi in y ed & un segmento iniziale di y;
percio & un ordinale. Non puo essere v/ = {u € viu €y} Av={u € v:u €
x} perché v e v/ hanno gli stessi elementi. Percid si ha che v € y. Se fosse
v # f(v) allora v € y non sarebbe immagine per f di qualche elemento di
z. Contro l'ipotesi che f sia biiettiva. Percio deve essere = = y.

(3) Sappiamo che due insiemi bene ordinati o sono isomorfi o uno &
isomorfo ad un segmento iniziale dell’altro; cioe sihaz =yVz € yVy € x.

(4) Segue dalla transitivita di z.

(5) Dato x € C, se z N C = ( allora x ¢ il minimo di C. Altrimenti
2N C ha un minimo: 2’; allora 2’ NC = (. O

Teorema 1.8.3 Non esiste linsieme di tutti gli ordinali.
—(3z)(Vz)(z & un ordinale — z € 2)

DIMOSTRAZIONE: Se ci fosse un tale insieme z allora esso sarebbe tran-
sitivo per il punto (1) del Teorema precedente e bene ordinato per i punti
(3), (4) e (5). Cioe z stesso sarebbe un ordinale e quindi dovrebbe essere
z € z. Cosa che non pud valere per gli ordinali (I'ordine ¢ irriflessivo). O

Dunque la totalita degli ordinali ¢ una classe propria. KEssa sara
indicata nel seguito con ON. Il teorema precedente mette in evidenza il
paradosso di Burali—Forti.

Teorema 1.8.4 Se (A, R) é un insieme bene ordinato, allora vi é un unico
ordinale v tale che (A, R) = .
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DIMOSTRAZIONE: L’unicita segue dal punto (2) del Teorema fondamentale.
Per D'esistenza: sia

B ={a € A:3x (x & un ordinale e) (pred(A,a, R), R) = z}

Si verifica facilmente che B ¢ un segmento iniziale di A. Inoltre, per
definizione, se (pred(A4,a,R),R) C B & pure a € B. Dunque A = B.
Sia f la funzione avente dominio B e cosl definita: per ogni a € B, f(a)
¢ P'unico ordinale z tale che (pred(A,a,R), R) = x. Sia v = f”"B. Ora v
€ un segmento iniziale di ordinali e dunque un ordinale, per il lemmal.8.1.
Infatti, se z € y e y € x, esiste un isomorfismo f:pred(4,a, R) — x; allora
esiste ¢ tale che f(c) =y e f | pred(4,c, R):pred(4, ¢, R) — y & un isomor-
fismo. Dunque « & un segmento iniziale e f & un isomorfismo da (B, R) su
~v. Ma B = A. Infatti se pred(A,a, R) C B allora a € B. Per induzione
transfinita si ha la tesi. O

Si noti che la dimostrazione di questo teorema richiede I'uso dello schema,
di rimpiazzamento in modo essenziale per giustificare I'esistenza di f. Sia
¢(a,z) la formula (pred(4,a,R),R) = x. Allora Va3lz¢(a,z) e per lo
schema di rimpiazzamento e comprensione (o isolamento) si puo formare
~v={z:3a € B¢(a,z)} e infine (per comprensione) si definisce f C B X 7.

Definizione 1.8.2 Se (A, R) é un buon ordinamento definiamo tipo(A, R)
Punico ordinale 7y tale che (A, R) = .

Definizione 1.8.3 Se X ¢ un insieme di ordinali, diciamo sup(X) = UX
e, se X # 0, min(X) =nNX.

La definizione ¢ gistificata dal seguente risultato

Lemma 1.8.5 Valgono le sequenti proposizioni

(1) Va,B (ordinali) o < - a Cf

(2) Se X é un insieme d’ordinali sup(X) é il minimo ordinale
> di tutti gli elementi di X e se X # (0 NX ¢& il minimo di X.

DIMOSTRAZIONE:

Per (1): a < ( significa a € § oppure « = (. Cio significa, per
definizione, o C 3. Se a« C [, allora Vy € a ¢ pure v € 5. Se e a # 3
non pud essere 3 € a (che implicherebbe 5 C « e quindi § = a). Dunque
¢ a € 3. In particolare, ) C « per ogni ordinale . Dunque 0 < a.

Per (2): supX = UX & un segmento iniziale di ordinali. Infatti sia
a € UX; allora a € B per qualche f € X;se yceacPalloraye e Xe
dunque v € UX. Allora sup X = UX & un ordinale. Se f € X ¢ f CUX e
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quindi 8 < sup X. Se poi 8 < v per ogni 8 € X allora (V8 € X)B C ve
dunque UX C . Sia poi X # 0 e consideriamo NX = {y:V3 € X(y € 8)};
si vede agevolmente che questo insieme € un segmento iniziale di ordinali e
quindi un ordinale: non puo essere § € NX per qualche 5 € X perché allora
sarebbe in particolare 8 € (3. Percio ¢ NX € § € X oppure NX = [ € X;
ossia NX < [ per ogni 0 € X. Inoltre NX € X. Infatti sia By € X. Se
X N By = 0 allora By sarebbe il minimo di X. Altrimenti X N 3q # 0.
Dunque X N Gy ha un minimo #*. Vale g* C 6,V € X; dunque * C NX.
Ma g* € X e quindi §* D NX, cioe f* =NX. O
Ricordiamo infine la definizione di successivo di un ordinale.

Definizione 1.8.4 S(a) = aU{a}.

Lemma 1.8.6 Se o é un ordinale, S(a) é un ordinale, « < S(a) e V3

(B <S(a) = <)

DIMOSTRAZIONE: Se « ¢ un ordinale anche S(a) = a U {a} & transitivo
e bene ordinato per €. Dunque S(«) ¢ un ordinale. Ovviamente si ha
a € S(a) = aU{a}, cioe o < S(a). Infine, se § € S(a) allora 3 € «
oppure 3 = a e viceversa. O

1.8.1 I numeri naturali.

Mostreremo che i primi numeri ordinali sono i numeri naturali.

Definizione 1.8.5 [Deﬁnizione dei numeri naturali alla von Neumann].

0:=0;1:=5(0)={0};2:=51)={0,{0}};3:=85(2)=...; ecc....

Definizione 1.8.6 « si dice un ordinale successore se esiste 3 tale che
a=5(8). a é un ordinale limite se a # 0 e non & un successore.

Definizione 1.8.7 Un ordinale o si dice un numero naturale se V3 < «
(8 =0 oppure B & un ordinale successore).

In base agli assiomi fin qui considerati possiamo dimostrare che esistono
molti numeri naturali, ma non un insieme contenente tutti i numeri natu-
rali. E necessario dunque introdurre il seguente

Assioma 7. Dell’Infinito.
Jz(0 € z AVy € 2(S(y) € x))

Se x soddisfa 1’Assioma dell’Infinito, allora per induzione contiene tutti
i numeri naturali. Precisamente: per assurdo si supponga che esista un
numero naturale n ¢ z. E certamente n # 0, dunque n = S(m) per
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qualche m. Allora m < n e m & x, per la definizione di . Abbiamo percio
n\z # 0. Sian’ il minimo di n\z. Per l'osservazione precedente n’ = S(m/’)
e m’ € x, contro la definizione di n’. Allora per 1’Assioma di comprensione
o isolamento esiste I'insieme di tutti i numeri naturali. Precisamente

w = {n € z:n & un numero naturale}
Qui z & l'insieme infinito 'esistenza del quale & assicurata dall’Assioma 7.

Definizione 1.8.8 w si dice l'insieme dei numeri naturali.

w € un segmento iniziale di ordinali; dunque & un ordinale. Esso e tale
che tutti gli ordinali minori sono o 0 o ordinali successori. Percido w € un
ordinale limite (altrimenti sarebbe un numero naturale e si avrebbe w € w
che non vale). Dunque w ¢ il minimo ordinale limite.

E importante osservare che i numeri naturali soddisfano i seguenti Pos-
TULATI DI PEANO.

Teorema 1.8.7 [POSTULATI DI PEANO] w soddisfa le sequenti proprieta

1) 0€cw;

(1)
(2) Vn ew(S(n) €w);

(3) VYn,m € w(n #m — S(n) # S(m));

S)) _)P;{INijflo D’INDUZIONE] Vz C w[(0 € z AVn € z(S(n) €

DIMOSTRAZIONE: (1) e (2) seguono immediatamente dalla definizione di w.
Per (3) si puod ragionare come segue: se n # m sard, per esempio, n < m
e quindi n U {n} C m. Allora per S(n) =nU{n} si ha S(n) C m € S(m)
cioe S(n) < S(m). Dunque n # m — S(n) # S(m). (4) Sia z # w e sia
v = min(w \ ). Allora, per la definizione di = deve essere v # S(«) per
ogni a < y. Ossia v dovrebbe essere un ordinale limite. Ma w € il minimo
ordinale limite. Dunque dovrebbe essere v € w e anche w € vy 0 v = w:
contraddizione. O

Osservazione. Dopo aver definito i numeri naturali, si possono definire
a partire da essi gli interi, i razionali e (avendo introdotto anche 1’Assioma
dell’'Insieme Potenza) i reali e i complessi; quindi sostanzialmente tutta la
matematica usuale. E in questo senso che si puo affermare che tutta la
Matematica & costruibile avendo come fondamento la Teoria degli Insiemi.
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1.8.2 L’Aritmetica Ordinale.

Abbiamo gia incontrato il principio d’induzione transfinita per gli insiemi
bene ordinati. Conviene considerarne ora una versione insiemistica che
varra per i numeri ordinali. Sia a un numero ordinale e ¢ una formula. Se

(Vv < Bo(v)) — ¢(B)
allora V3 < a ¢(5)

Oltre alla versione insiemistica si puo considerare quella per la classe degli
ordinali: se ¢ & una formula e per ogni ordinale 3

(Vy <B (7)) — o(B)

allora
¢(B) vale per ogni ordinale.

Avendo richiamato queste due versioni del principio d’induzione transfinita
possiamo ora dare le seguenti

Definizione 1.8.9 Per ogni coppia d’ordinali o e 3 si definisce

a+0=aq,
a+(B+1)=(a+pB)+1,

a+ 3 =Uycpla+y) =sup{a+y:v < B}, se f é un ordinale
limite .

Qui 2+ 1 indica il successore di 3.
Definizione 1.8.10 Per ogni coppia d’ordinali o e (3 si definisce
a-0=0,

a-(B+1)=(a-B)+a,

a-f =Uycpla-vy) =sup{a-v:v < 8}, se § é un ordinale
limate.

Infine
Definizione 1.8.11 Per ogni coppia d’ordinali o e 3 si definisce

a? =1,

aB+D) = o8 . q,

af = U,pa” = sup{a?:y < B}, se B ¢ un ordinale limite .
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L’addizione e la moltiplicazione ordinali non sono commutative. Infatti
24w=sup{2+nn<wl=w<w+l<w+2 ;

2-w=sup{2- nn<wl=w<wH+l<wtw=w-2
Per ’esponenziazione ordinale si ha
2 =sup{2":n<w}=w
(Si noti che per I’esponenziazione cardinale, che definiremo in seguito, vale
2¢ > w). Valgono le seguenti proprieta:

Teorema 1.8.8 [Associativita e distributivita]. Se a, 3,7 sono ordinali
arbitrari

(a) a+ (B+7) = (a+p) +~
(b)a-(B-7)=(a-0)-v
(c)a(f+7y)=a-B+a-y

DIMOSTRAZIONE: (a) Si supponga che la proprieta valga per ogni av e 5 e
per ogni § < 7.
Caso 1. Siay=0+1

(a+8)+7y = (a+8)+(0+1) = [(a+8)+0]+1 (per definizione di somma) =
=Ja+ (B+ )]+ 1 (ipotesi induttiva) = a+ [(8+ ) + 1] (definizione) =

=a+ [6+ (04 1)] (definizione) = a+ (6 + 7).
CAso 2. Sia v limite. Conviene osservare preliminarmente che si ha
sup{a+y:v € A} = a +sup{y:vy € A}.
(a+ B)+~v=sup{(a+ B) +:6 <~} (per definizione)

=sup{a+ (6 +0):9 < v} (per l'ipotesi induttiva)
= a+sup{(8+0) : 0 <~} (osservazione)

=a+(B+7)

etc. O
Si osservi che la DISTRIBUTIVITA DESTRA non vale nell’aritmetica or-
dinale; infatti

wlw+l)=wwtw>w-w=sup{fw-n+lincwl=(w+1) w
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Si puo osservare che
ww<(w+l)w=sup{(w+1) - ninew}=sup{lw-n+lincw} <w w;
infatti w-n+1 < w - w per ogni n € w.

Osservazione. Il tipo d’ordine di a + (8 ¢ il tipo d’ordine dell’insieme
ordinato < (o x {0}) U (8 x {1}), R > dove R & cosi definito:

R={({£0),(n,0)):£ <n < apU{({§ 1), (n,1)):£ <n < B}V
U[(a x {0}) x (8 x {1})]

a - f &1l tipo d’ordine di (8 x a, R) dove R & l'ordine lessicografico

R={{{&m (&) (E<&)v(E=¢ An<n)}

Lemma 1.8.9

(a) Se a1, az e 8 sono ordinali, allora an < ag se e solo se f+ aq <
ﬁ + ao.

(b) Per quali si vogliano ordinali a1, as, B, vale B+ a3 = B+ as se e
solo se o = aa.

DIMOSTRAZIONE:

(a) Usiamo linduzione transfinita su as per dimostrare che a3 < ag
implica 8+ a1 < B+ asg. Siassuma che ay > « e che se a; < 4, allora vale
B+a1 < B+, per ogni § < a. Se ag = J+1, cioe € un ordinale successore,
avremo 0 > «q. Se § > «q per lipotesi induttiva e se § = «, banalmente,
si trova il risultato B+ a1 < B+ < (B+0)+1=08+(+1) =L+ as.
Se ap ¢ un ordinale limite, allora oy +1 < ags e 4+ a1 < (B+ 1)+ 1=
B4 (aq+1) <sup{f+0:6 < az} = [+ az. Vale anche il viceversa.
Assumiamo che sia 5+ a3 < 8+ az. Il supporre as < 3 implicherebbe
0+ as < B+ ai, mentre a; = ay implicherebbe 3+ a1 = 6+ as. In ogni
caso una contraddizione rispetto alla nostra ipotesi.

(b) Segue immediatamente dal risultato (a). Se a3 # «g, allora o &
a1 < @z 0 & ag < 1. In ogni caso, per (a), si trova 0+ a1 # B+ as.
L’unica possibilita per avere 3+ a3 = 3+ as & che sia a; = ay. O

Lemma 1.8.10 Se o < 3 esiste un unico ordinale & tale che a + & = (5.

DIMOSTRAZIONE: Se a < (3, allora « & un segmento iniziale di 5 o even-
tualmente coincide con quest’ultimo ordinale. Allora 0 = a + &, dove £ &
il tipo d’ordine dif \ a = {v: a < v3}. L’unicita di & segue dal precedente
lemma 1.8.9, parte (b). O

Si noti che vale la cancellazione a sinistra, ma non a destra: 2 < 3,
ma 2 +w = 3 +w = w. Dunque 'addendo comune a destra w non si puo
cancellare inducendo 'uguaglianza degli addendi a sinistra.
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Definizione 1.8.12 Sono utili le sequenti definizions

(a) A™ ¢ linsieme delle funzioni dan =1{0,1,...,n— 1} ad A;
(b) A<¥ = J{A™:n € w}.

Si noti che, in base alla definizione data A% e A x A non sono la stessa
cosa; A? ¢ l'insieme delle funzioni da {0,1} ad A, mentre A x A ¢ 'insieme
delle coppie ordinate (z,y) = {{z},{z,y}}. Naturalmente vi & una cor-
rispondenza biunivoca tra le due nozioni. Non ¢ del tutto banale provare che
la definizione precedente sia sensata senza fare uso dell’assioma di potenza.
Ci si puo arrivare introducendo la seguente formula ¢(n,y) che afferma

Vs (s € y <> s € una funzione da n ad A)

Si puo dimostrare per induzione su n che

Vn3ye(n,y)

Converra identificare A% con {0}; A' con A e A% con A x A. Noto che
sia A™, potremo identificare A1) con A" x A. Allora quella data & una
formula funzionale: Vn3lyé(n,y). Dunque, per ogni n € w A™ & 'unico y
che soddisfa ¢(n,y). Quanto detto giustifica anche lesistenza dell’insieme
A<Y,

Un’applicazione da n ad A si puo dire anche successione di lunghezza n.
In generale, se s ¢ una funzione e dom(s) = «, con « un numero ordinale,
diremo che s & una successione di lunghezza o. Se dom(t) = (3, potremo
concatenare le due successioni s e ¢ in modo da ottenere la successione st
di lunghezza « + (3, cosi definita: st] o = s; st(a + &) = ¢(€), V€ € 5.

1.8.3 La forma normale

Lemma 1.8.11
(a) Se 0 < a <~ vi é un massimo ordinale 3 tale che o+ § < .
(b) Se 1 < o <y wi & un massimo ordinale (3 tale che o < 7.

DIMOSTRAZIONE: (a) Poiché a-(y+1) > v+1 > v esiste un ordinale
0 tale che - > ~. Il minimo di questi ordinali § & necessariamente
un ordinale successore. Infatti se § fosse un ordinale limite, allora o - § =
sup{a-A: A< d}. Poiché, per definizione, o - A < v per ogni A < 4,
avremmo anche a4 < -, contro 'ipotesi. Dunque § = f+1 e quindi § el
massimo ordinale tale che o+ 3 < 4. (b) Una considerazione assolutamente
analoga fa vedere che esiste un massimo ordinale 3 tale che a® < 7, se
l<a<~. O
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Teorema 1.8.12 Se «y & un ordinale arbitrario e o # 0, esistono un unico
ordinale B e un unico ordinale p < « tali che v = a - B+ p.

DIMOSTRAZIONE: Sia ( il massimo ordinale tale che a - § < 7. Questo
ordinale esiste per il precdente lemma 1.8.11. (Se a > ~ ¢ sufficiente
prendere 8 = 0). In base al lemma 1.8.10, vi & un unico p tale che
a4+ p = . Lordinale p & minore di «a perché altrimenti avremmo
a-(B+1)=a-+a < a8+ p =~ contro la massimalita di 8. Per
provare l'unicita, supponiamo che sia v = a - 81 + p1 = a - B2 + p2, con
p1 € p2 < a. Sisupponga che 81 < f2. Allora f; +1 < (2 e quindi
a-Br+(a+p)=a (Bi+1)+pa<a-fa+p=a-Pi+p. Diquisi
trae p1 > a4+ p2 > a, che & una contraddizione. Allora & 31 = (35. Vale poi
p1 = p2 per il lemma 1.8.9, punto (b). O

Vale ora il seguente

Teorema 1.8.13 [Forma normale dei numeri ordinali]. Ogni ordinale o >
0 puo essere rappresentato in maniera unica come

a=wh k +W kg WPk, (1.1)

con By > Pa > ... > B e ki ko, ... ky € w\ {0}, cioé numeri naturali
> 0.

DIMOSTRAZIONE: Proviamo 'esistenza della forma normale ragionando per
induzione transfinita su a.. Se o = 1, allora l’asserto vale: 1 = w°- 1. Sia
ora o > 0 un ordinale arbitrario e supponiamo che ’esistenza della forma
normale sia stata stabilita per ogni ordinale v < «. Per il lemma 1.8.11,
esiste un massimo ordinale 3 tale che w? < a. Se o < w, prendiamo 3 = 0.
Poiche w” < a esistono, per I'algoritmo di divisione dato dal teorema 1.8.12,
§ > 0ep < w’tali che a = w?-§+p. Ora § deve essere un numero naturale.
Infatti, se fosse & > w, avremmo o > w? - > WP - w = W*L, contro la
massimalita di 8. Abbiamo dunque 51 = S e k; = §. Se p = 0, la forma
normale ¢ trovata. Se p > 0, essendo p < a, per I'ipotesi induttiva, vale

p:w’82~k2+...+wﬂn'kn7

con By > ...> fBpeks, ... k, €w\{0}. Poiché p < w? deve inoltre essere
(1 > B2. Dunque, finalmente

a:wﬁl~k1—|—w52-k‘2+...+wﬂ"~kn.

Proviamo ora l'unicitd. Osserviamo che, se k € w \ {0} e 3 < =, allora
WPk < W, Infatti WP -k < WP w =W < WY, Ne segue che se « ¢ in
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forma normale e v > 31, allora a = W% -k +w® ko + ... + WP -k, < w?.
Procediamo ora, ancora per induzione transfinita. Se a = 1, lo sviluppo
1 = w1 & chiaramente unico. Sia ora a > 1 e supponiamo che lo sviluppo
sia unico per tutti gli ordinali minori. Ammettiamo che sia

Wk WP kWP k=0 W W Ly,

conyp > Y2 > ... > Yy e b1,y .. by € w\ {0}. Per losservazione
fatta or ora, deve essere 3; = ;. Se poniamo § = W = W e p =
W2 ka4 WPk, o =w? by + ...+ W - L, allora abbiamo

Oé:(;'k1+p:5'£1+0
e, per I'unicita della divisione, k1 = ¢1 e p = 0. Segue dall’ipotesi induttiva
che le due rappresentazioni di « in forma normale sono uguali. O

1.8.4 Successioni di Goodstein

Applicheremo la forma normale per dimostrare un risultato piuttosto sor-
prendente. Dato un numero naturale arbitrario m > 0 e un numero naturale
a > 2, sappiamo che esso pud essere univocamente rappresentato (in base
a) come una somma di potenze

m=a" ki +a”? ko+...+a" -k,

con by >by>...> b, ek, ke,... .k, €a\{0}. Siassegniora un numero
m = gg, m > 0, e lo si rappresenti in base 2.

90:2b1-k1+2b2-k‘2+...+2b"~kn.
Per ottenere g; da go, si passa alla base 3 e si sottrae 1.
__ ab: ba by
g1 =3" k1 +37 ka+...+3" k,—1.

In generale, si ottiene g1 da g come segue: sia gi rappresentato in base
(k+2); si passi alla base (k+ 3), senza alterare gli esponenti, e si sottragga
1. Quello ottenuto ¢ il termine gr41. La successione gg, g1, ..., gk, ... COsi
ottenuta si dice una successione debole di Goodstein.

Se, per esempio, gg = 18 = 2% + 21, si trova successivamente

g = 2*+2'=18
g = 3*+3' -1=81+2=83
g = 4*4+2-1=256+1=257

g3 = 5'4+1-1=625
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gp = 6'—1=1295=6%-54+6%-5+6-5+5
g5 = T7°-54T7.54+7-54+5—1=1959
g = 8 -548.5+8-5+4—1=2923

I primi termini di questa successione si presentano crescenti:
18,83, 257,625,1295,1959, 2923, . ... Diremo che una successione debole di
Goodstein finisce al passo n > 0, se g, = 0. Vale il seguente

Teorema 1.8.14 [Goodstein, 1944]. Per ogni m > 0 esiste un numero
naturale n > 0 tale che la successione debole di Goodstein che inizia con
go = m finisce al passo n, con g, = 0.

DIMOSTRAZIONE: Sia m > 0 e go, g1, ... una successione debole di Good-
stein che inizia con gy = m. Consideriamo il suo i-esimo termine

G=(+2)" ki +(+2)"2 ko+...+(+2)" k.

In corrispondenza con g; consideriamo il numero ordinale transfinito, scritto
in forma normale

ai:wbl-k1+wb2-k2+...+wbr-kr.

Osserviamo che e, correttamente, by > by > ... > b, e ki, ko,... k. €
w \ {0}. Ora & immediato riconoscere che ag > a3 > ... > «a; > ...
Si tratta di una successione decrescente di ordinali che & necessariamente
finita (si veda, pit avanti, il teorema 1.16.2). Esiste percid qualche n tale
che a,, = 0. Ma, ovviamente, vale 0 < g; < a; e percio, necessariamente,

gn = 0.0
Si osservi che possono esistere ordinali « tali che a = w®. Infatti, si
. . . w . .

consideri la successione crescente w,w*,w* ,.... Si definisce

w ww

e = sup{w,w”, W W ...}

Allora vale € = w*.

Possiamo dare una versione piu forte del precedente teorema. Diremo
che un numero naturale m > 0 € rappresentato in pura base a se esso € non
solo rappresentato in base a, ma lo sono pure gli esponenti, e gli esponenti
degli esponenti,. . .

Per esempio, in pura base 2, avremo 18 = 24 + 21 = 22° 1+ 22°_ Dato un
intero m > 0 si ponga Gy = m, essendo Gy scritto in pura base 2. Si poi G
il numero che si ottiene da Gg scritto in pura base 2, sostituendo il 2 della
base con il 3 e sottraendo 1. In generale, se Gy, ¢ il k-esimo numero scritto
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in pura base (k + 2), Gg+1 € il numero che si ottiene da Gy, sostituendo
la base (k + 2) con (k + 3) e sottraendo 1. La successione cosi ottenuta si
dice una successione (forte) di Goodstein, con punto base Go = m. Diremo
che Gy, G, ...,Gy,... termina al passo n se G,, = 0. Consideriamo alcuni
termini della successione forte con punto base Gy = 18.

Go = 22 +22° =18

G, = 3% +3° —1=3%12=7625597102
Gy = 4% 421 =426 11134078 10"
Gy = 5 +1—1=5%1% =1 091101 10%8

Come si vede la corrispondente successione forte cresce, inizialmente, in
maniera molto piu decisa della successione debole che ha lo stesso punto
iniziale. Tuttavia vale

Teorema 1.8.15 [Goodstein, 1944; Kirby e Paris, 1982]. Per ogni m > 0
la successione (forte) di Goodstein che inizia con Gy = m, termina al passo
n per qualche n > 0 tale che G,, = 0.

DiMosTRAZIONE: Come per il caso delle successioni deboli, si definisce una
successione decrescente di ordinali transfiniti ag > a3 > ... > a; > ...,
ottenuti sostituendo la base (i+2) con w. Per esempio, nel caso precedente,
si ha

Qg w?” —|—w“0 = tw
a; = w42

ay = W +2-1=uw"+1
a; = w 4+1-1=w"

Poiché non esistono successioni decrescenti infinite di numeri ordinali, esiste
qualche numero naturale n > 0 tale che a,, = 0. Ma allora, essendo 0 <
G; < a4, € necessariamente G, = 0. O

Puo sembrare un’esagerazione avere fatto ricorso alla teoria degli ordi-
nali transfiniti per dimostrare un teorema aritmetico, pertinente a quella
che si dice Daritmetica di Peano (AP). Tuttavia, nel 1982, Kirby e Paris?
hanno dimostrato che se vale il Teorema di Goodstein (in forma forte),

2L. Kirby, J. Paris: Accessible independence results for Peano arithmetic, Bull. Lon-
don Math. Soc. 14 (1982), 285-293
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allora l'aritmetica di Peano e consistente. Per il Secondo Teorema d’in-
completezza di Godel, non si puo dimostrare la consistenza di una teoria
sufficientemente forte (cio¢ una soprateoria di AP) all’interno della teoria
stessa. Se il teorema di Goodstein fosse dimostrabile in AP, allora si tro-
verebbe una dimostrazione della consistenza di AP, fatta all’interno di AP.
Se ne conclude che non ¢ possibile dimostrare in AP un teorema che sembra
puramente aritmetico come quello di Goodstein. Il ricorso agli insiemi in-
finiti non & dunque un eccesso, un “accanimento insiemistico”, che ci siamo
concessi, ma una necessita.

1.9 Classi e ricorsione

In generale non ¢ strettamente necessario nella teoria degli insiemi di Zerme-
lo-Fraenkel introdurre la nozione di classe. Tuttavia il concetto di classe,
seppure introdotto in modo informale, puo essere utile ad abbreviare e
semplificare ’enunciazione di alcuni risultati. Se ¢ ¢ una formula, sappiamo
che una collezione del tipo {x: ¢(x)} non & un insieme; anzi possono nascere
contraddizioni dal supporre che cosi si definisca un insieme. Tuttavia e
talvolta conveniente dire che una tale collezione ¢ una classe. Come sappia-
mo, l'assioma di separazione o isolamento ci assicura che una sottoclasse
di un insieme € un insieme. Le classi che non sono insiemi si dicono classi
proprie. Alcune classi che comunemente si usano sono le seguenti:

V = {z:2 = z}, che & la classe propria di tutti gli insiemi.

On = {z: 2 & un ordinale } & la classe propria di tutti i numeri ordinali.

Dimostrare un teorema valido per tutte le classi equivale a dimostrare
uno schema di teoremi. Per esempio

Teorema 1.9.1 (Induzione transfinita su On). Se C ¢ una classe, C # ()
e C COn, allora C ha minimo.

DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione si puo condurre come nel teorema che
asseriva la stessa cosa nel caso in cui C fosse un insieme non vuoto di ordi-
nali. Si prenda a € C; se a non ¢ il minimo di C, ¢ sufficiente considerare
[ =minaNC. Infatti « N C & un insieme di ordinali che ha un minimo .
Quest’ultimo & anche il minimo di C. O

Teorema 1.9.2 (Ricorsione transfinita su On). Sia F:V — V una fun-
zione. Allora esiste un’unica funzione G: On — V tale che

Va G(a)=F(Gla) ()

DIMOSTRAZIONE: Ricordiamo che una funzione F:V — V ¢ semplicemente
una relazione funzionale su V. Cioé una classe di coppie ordinate di insiemi
tali che se (z,y) e (z, z) son elementi della classe F allora y = z.
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Ora si possono provare sia 'unicita che ’esistenza di tale funzione G
per induzione transfinita.

Unicita. Supponiamo che G; e Gs soddisfino entrambe la proprieta
(%) e che sia G1(8) = G2(08), V0 < a. Allora Gy | @ = G3 | a. Percio
Vae On Gi(a) =F(Gi | a)=F(G: | o) = Ga(a).

Esistenza. Diremo che g & una Jd-approssimazione di G se g € una
funzione di dominio § e tale che

Va<d§ [g(a)=F(g | a)

Una §-approssimazione g e una ¢’-approsimazione g’ sono uguali su 6Nd’; cid
si dimostra per induzione transfinita come si e fatto in precedenza. Inoltre si
dimostra per induzione transfinita che per ogni § vi &€ una §-approssimazione
(che & necessariamente unica). Infine si puo definire G(a) = g(a) se g ¢
una d-approssimazione per qualche § > a. O

1.10 Gl assiomi di potenza e di scelta

Al fine di definire I'insieme prodotto [];.; X, ¢ conveniente introdurre
I’assioma dell’insieme potenza.

Assioma 8. Dell’Insieme Potenza.
VedyVz(z Cax — z €y)

Questo ci consentira inoltre di dimostrare agevolmente I'equivalenza fra i
vari modi d’enunciare l’assioma di scelta.

Se I & un insieme d’indici ed ¢ data una famiglia d’insiemi {X;:7 € I},
allora definiremo [, <1 Xi come la totalita delle applicazioni f: I — U;er X;
tali che f(i) € X;, Vi € I. Poiché si ha evidentemente che

[[x:i cPux|x)
i€l el

cio mostra che, nelle nostre ipotesi, [],.; X; ¢ un insieme.

Per introdurre il concetto di numero cardinale di un insieme arbitrario e
in molte altre questioni ¢ essenziale I’assioma di scelta. Lo enunceremo sia
come principio del Buon Ordinamento, come gia e stato fatto, sia in alcune
maniere alternative.

(BO) Principio di Buon Ordinamento.
VA3R(R & un buon ordine per A)

I seguenti sono alcuni ulteriori modi per enunciarlo
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(AS) (Assioma di scelta). Un prodotto non vuoto d’insiemi non vuoti é
non vuoto. Cioe: se I # 0 ed ¢ data una famiglia d’insiems {X;:i € I},
con X; # 0,Vi € I, allora

[Ixi#0

i€l

(LZ) (Lemma di Zorn). Se ogni catena non vuota di un insieme parzial-
mente ordinato non vuoto P ha un maggiorante, allora P ha un elemento
massimale.

(PMH) (Principio di massimalita di Hausdorff). Ogni catena non vuota
in un insieme parzialmente ordinato puo essere estesa ad una catena mas-
simale.

Qui per catena in un insieme parzialmente ordinato P intediamo un suo
sottoinsieme totalmente ordinato. Ci sara utile la seguente

Definizione 1.10.1 Se X ¢ un insieme totalmente ordinato da una re-
lazione d’ordine che denoteremo con <, A C X si dice cofinale in X se
Vee X,Jye A (z<y).

Teorema 1.10.1 Ogni insieme totalmente ordinato ha un sottoinsieme co-
finale bene ordinato.

DIMOSTRAZIONE: (Usando (BO)). Sia (X, R) I'insieme totalmente ordi-
nato dalla relazione d’ordine R. Per (BO) esso si pud scrivere X = {z4: a0 <
B} per qualche ordinale §. Definiremo un insieme bene ordinato cofinale
come segue

A={z,Vé <~ (zsRz,y)}

Osserviamo che zg € A, dunque A # 0. Se v = z, € X, allora o esiste
qualche v < « tale che z,Rx, oppure z, € A. Se z, ¢ A, sia v il
minimo ordinale minore di a per il quale si ha z,Rx,. Allora, se § < «
si ha zsRx., cioe z, ¢ elemento di A e supera nel senso della relazione R
ZTo: ToRry € A. Dunque A ¢ cofinale. Per definizione, se xoRzs;Rz e
x5,2 € A, allora § < . Allora A ¢ isomorfo a un sottoinsieme di 3 e
quindi ogni suo sottoinsieme ha minimo. O

Teorema 1.10.2 (LZ)—(PMH) < (AS) < (BO).

DIMOSTRAZIONE: Dimostreremo che (LZ)—(PMH) — (AS)— (BO)—
(LZ).

1) (LZ)—(PMH)

Sia P un insieme parzialmente ordinato, A una catena in P e C I'insieme
di tutte le catene C' in P tale che C' O A. C ¢é parzialmente ordinato per
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inclusione e 'unione di una catena di catene ¢ una catena. Allora per C
valgono le ipotesi di (LZ). Dunque C ha un elemento massimale che & una
catena C* D A.

n) (PMH) — (AS)

Data la famiglia di insiemi {X;:i € I}, I #0 e X; #0,Vi € I, sia

F ={f:f & una funzione da J C I a UXi tale che Vi € J, f(i) € X;}.
i€l
Si ordini F per inclusione: f < g se dom(f) C dom(g) e g | dom(f) = f.
Sia C una catena massimale in F. Allora UC € F. Sia f* = UC e si
supponga che 7 ¢ dom(f*) per qualche ¢ € I. Poiché X; # (), siaa € X; e
si ponga g = f*U{(i,a)}; allora g € F, g D f* e g # f*, contro il fatto
che C & massimale. Allora f* € [[,o; X;.

m) (AS)— (BO)

Sia X un insieme e sia I = P(X)\{X}. Perogni Y € I, sia zy = X\Y.
Sia g € [[y¢ 2y e si definisca f: P(X) — X U {X} come segue: f(Y) =
g(Y)seY €I, f(X) = X. Si definisca poi una funzione h per induzione
transfinita: h(0) = f(@). Se ¢ nota h [ «, h(a) = f(h"a), se M'a # X;
altrimenti h(a) = X. La tesi é raggiunta utilizzando le seguenti due tappe

Fatto 1.10.1 FEsiste un o € On tale che h(a) = X.

DIMOSTRAZIONE: Altrimenti diciamo Z = {a € X:3a h(a) = a}. Os-
serviamo che Z € un insieme per l'assioma di comprensione o isolamento.
Se 8 < « allora h(8) € h"«a, dunque h(B) # h(a) ¢ h"a. Dunque h &
iniettiva e su Z. Allora h~! sarebbe biiettiva da Z su On: On dovrebbe
essere un insieme per lo schema d’assiomi di rimpiazzamento. Cio € una
contraddizione. O

Fatto 1.10.2 Se « ¢ il minimo ordinale tale che h(a) = X, allora h | «
induce un buon ordinamento su X.

DIMOSTRAZIONE: Osserviamo che se y € X e y ¢ h”a, allora ha # X
cioe h(a) # X contro la definizione di a. Dunque X = h”«a. Dichiariamo
poichey=f(f)<z=f(7)sef<y<a. O

w) (BO)— (LZ)

Sia (P,C) un insieme parzialmente ordinato soddisfacente le ipotesi di
(LZ) e si bene ordini P = {p,:a < {8} per qualche . Si definisca una
funzione f: 3 — P come segue: f(a) = ps se d & il minimo ordinale tale che
ps I p,¥p € f’a. Altrimenti f(«) = pg. Se f(a) = ps, allora § = 0 oppure
d > «; inoltre pg = f(0). Se A = {f(a):a < }, allora A & una catena.
Per ipotesi A ha un maggiorante p. Se p non fosse massimale in P, allora
3¢ = py O p. Ma allora p, 37, Vr € f"y, cosicché ¢ = f(7), ¢ € A e quindi
q C p. Contraddizione. O
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1.11 La chiusura transitiva

Dato un insieme z, definiamo f;(0) = x e Vn € w fy(n+ 1) = Uf(n).
Definiamo poi TC(z) = US2, fz(n).

Definizione 1.11.1 TC(x) si dice la chiusura transitiva di x.

Teorema 1.11.1 Sia = un insieme; TC(x) ¢ un insieme transitivo; se
x €y ey é transitivo, allora TC(z) C y.

DIMOSTRAZIONE: Sia z € TC(x) ew € z. z € fy(n) per qualche n e quindi
w € fr(n+1); dunque w € TC(z), che & transitivo. Sia poi z € y e y
sia transitivo. E allora f,(0) = 2 C y. Osserviamo poi che se f,(n) C y &
anche fy(n+1) Cy. Percido U2 f.(n) Cy. O

Corollario 1.11.2 z ¢ transitivo se e solo se v = TC(x).

DIMOSTRAZIONE: Se x = T'C(x), x & transitivo; se x & transitivo f,(0) =
x C z; se fy(n) C x allora & pure f,(n + 1) C z. Dunque, per induzione,
TC(x) C xz e dunque TC(z) = z.

1.12 I numeri cardinali

Definizione 1.12.1 Fra due insiemi arbitrari A e B si possono stabilire
le seguenti relazioni binarie

1) A <X B (A ¢ sottopotente a B) se vi ¢ un’applicazione
( 7 pp
iniettiva da A in B.

(2) A=~ B (A ¢ equipotente con B) se esiste un’applicazione
biiettiva tra A e B.

(3) A < B (A é strettamente sottopotente a B) se A X B e
A# B.

Teorema 1.12.1 (Schroder—Bernstein). A < B e B < A implica A~ B.

DIMOSTRAZIONE: Esistano f: A — B e g: B — A iniettive. Sia Ay = A,
By=Be An+1 = gNBn € Bn,+1 = fHAny Aoc = m?ﬁ:oAnn By = mnoozan-

h(,’E) — { f(m)v HAS Aoo U Uzozo(AQn \ A2n+1)§

g Y(z), altrimenti.

h ¢ biiettiva. O
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Figura 1.1: Il Teorema di Schréder-Bernstein

Definizione 1.12.2 Si supponga che A possa essere bene ordinato. Allora
A= «, con a ordinale. |A| ¢ il minimo numero ordinale « tale che

ax~ A
Tale numero ordinale |A| si dice la cardinalita di A.

Per I’assioma di scelta |A| & definito per ogni insieme A. Indipendentemente
dall’assioma di scelta, |a| & definito e < a, Voo € On. Diremo che l'ordinale
a & un numero cardinale se |o| = a. Equivalentemente « & un cardinale se
VB < a (B % «). Per quanto osservato un numero cardinale si dice anche
un numero ordinale iniziale.

Si usano lettere come k, A, 7, 0 per indicare i numeri cardinali. K < A se
esiste f iniettiva f:x — A; K < A se ¢’é un’applicazione f iniettiva, ma non
esiste una g biiettiva, g: Kk — .

Lemma 1.12.2 Se |o| < 8 < « allora |B| = |a].

DIMOSTRAZIONE: [ C a dunque f = a ma « =~ |a| C § e quindi a < .
Per il Teorema di Schroder—Bernstein & a = e quindi |o| = |5]. O

Lemma 1.12.3 Sen € w allora
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n#gn+1

(2) Voo ((a=n)— (a=n)).
DIMOSTRAZIONE: (1) Per induzione su n. Ovviamente 0 = 0 % 1 = {0}.
Infatti per ogni funzione f(0) = f”0 = () # {0}. Valga n % n + 1; allora
non puo essere n+ 1 =~ (n+1)+1. Se cosi fosse, ci sarebbe un’applicazione
biiettiva f tra i due insiemi; detto f(n) = m € (n + 1) + 1, si potrebbe
definire un’applicazione g: n — n+1, come segue: g(z) = f(x) se f(z) < m;
g(x) = f(z)—1, se f(x) > m. g sarebbe biettiva, contro I'ipotesi n % n+1.
Dunque

Vnew ngn+1

(2) Supponiamo « & n. Poiché a e n sono ordinali allora « € noa=n
on € a. Se fosse o € m, cioe o < n, allora sarebbe o C (n—1) C n. Allora
n~ a C (n— 1) implicherebbe n — 1 & n, contro il punto (1). Infine, n € «
porterebbe ad una contraddizione analoga. O

Corollario 1.12.4 w ¢ un cardinale e ogni n € w é un cardinale.

Infatti Voo < w € @ = n € w; poiché n % n 4+ 1 a maggior ragione vale
n % w. Lo stesso vale per ogni n, in base al lemma precedente.

Definizione 1.12.3 A ¢ finito se |A] < w. A é numerabile se |A| < w.
Infinito significa non finito; non numerabile significa che l'insieme é infinito
ma non é numerabile: |A| > w.

Non si puo provare senza 'uso dell’Assioma di Potenza che esistono insiemi
non numerabili.

Definizione 1.12.4 Definiamo l'addizione e la molteplicazione di numeri
cardinali come seque:

(D edA=|sx{0UAX{1}=Ax {0} Uk x {1} = XDk,

(2) KRA=|E XA =|AX K| =AQk.
Infatti si osservi che & Kk x {0} UAX {1} = Ax {0} Urx {1} e Ax K ~ KX A\
Le operazioni sui cardinali sono dunque commutative. Il legame con le
corrispondenti operazioni sugli ordinali mostra che

K+ A= A+Kl=cdA

k- A=A &l=Kk®A

whdl=|l4wl=w<w+1

wR2=12-w=w<w-2.
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Lemma 1.12.5 Vnomcw,n®m=n+m<w,n@m=n-m < w.

DIMOSTRAZIONE: Per induzione su m dimostremo che n + m < w. Infatti
n+0=n<w;n+m<w= n+m)+1 <w. Ma (n+m)+1=n+(m+1).
Dunque n+m < w = n+(m+1) < w. Per induzione n+m < w cioe n+m
¢ un numero naturale, quindi un cardinale, per ogni n e m. Analogamente
n-0=0<wjn-m<w=n-(m+1) =n-m+n < w, per quanto si
¢ dimostrato a proposito dell’addizione. Dunque Vn,m n -m < w. Cioe
se n,m sono numeri naturali anche la somma e il prodotto lo sono. Ma i
naturali sono cardinali, percio

ndm=|n+ml=n+m
n@m=|n-m|=n-m
O
Lemma 1.12.6 Ogni cardinale infinito é un ordinale limite.
DIMOSTRAZIONE: Per assurdo sia K = o + 1 (o > w). Allora si ha
k=la+1ll=14+al=|o|=acona<k

Si e ricordato infatti che 1+« = «. Ma questa € una contraddizione; infatti
non puo essere Kk ~ a se o < k. O

Definizione 1.12.5 Diremo che un ordinale é pari se ha la forma o+ 2n,
con « ordinale limite e n € w. Un ordinale non pari é dispari.

Lemma 1.12.7 Sia k un cardinale infinito; allora
k= {a < k& pari}| = [{a < k:a & dispari}|
DIMOSTRAZIONE: Si definisca f(a + 2n): = o + n; allora
f{oa<k,a pari} = {B:0 <k} =k

¢ un’applicazione biiettiva dai pari < k su k. Se g(a +2n+ 1) = a + 2n,
allora i dispari < k sono equipotenti con i pari < k. O

Corollario 1.12.8 k & k = k per ogni cardinale infinito k.
DIMOSTRAZIONE: Infatti
{a < k:a pari} = {a < k:«a dispari} ~ K
Ma k = {a < k:a pari} U{a < k:«a dispari}. Dunque
k=|{a < kia pari} U{a < k:«a dispari}| =

Ha < kia pari}| @ {a < ki dispari}| =k ® k. O
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Teorema 1.12.9 Sia k un cardinale infinito. Allora Kk ® kK = K.

DIMOSTRAZIONE: Per induzione transfinita su k.

Sappiamo che w®w = w; & sostanzialmente la dimostrazione elementare
che i razionali sono un insieme numerabile. Supponiamo ora che cio valga
per ogni cardinale p < k: p® p = p. Ordiniamo l'insieme k X Kk come segue.

(@, ) < (7,9)
se
max(a, 8) < max(7y,d) V [max(«, 3) = max(y,d) A < o, 8 ><< 7,0 >]

dove < rappresenta ’ordine lessicografico. Quest’ordine & un buon ordine.
Infatti, se @ # A C k X K, esiste un minimo valore di max(cq, §) tra tutte le
coppie (a, 3) € A. Fra tutte le coppie aventi lo stesso valore di max(c, 3)
ce n’¢ poi una con primo elemento minimo e fra quelle con lo stesso primo
elemento ce n’¢ una con secondo elemento minimo. Ora ogni («, ) ha al
pitt un numero |(max(c, ) + 1) x (max(«o,3) + 1)| < x di predecessori
nell’ordine < e dunque il tipo(k x k, <) < k. Cioe |k x k| < k. D’altra
parte, ovviamente, |k X k| > k e quindi

KQKk=|kXkKl=Kk . O
Corollario 1.12.10 Se x e A sono cardinali infiniti, allora
1. K®A=Kk®A=max(k,\) |,
2. k<Y =k

DIMOSTRAZIONE:

1. Stak < A allora A\ < K@D A< AD A= ); ciod kKD A = max(k, \) = A
nel nostro caso. Analogamente, se kK < A, siha A < k@A < A® A = \; cioe
Kk ® A = max(k, A) = A nel nostro caso.

2. Dal momento che k2> = r , allora per induzione avremo che K =
K, Vn € w\ {0}. Possiamo dunque definire per ogni n € w\ {0} un’applica-
zione biiettiva f,,: k™ — k. Ma allora si ottiene un’applicazione biiettiva

FiUocncwk”™ — w X K

Precisamente, se * € Ugcp<uk”, per es. z =< ai,qs...,q, >, allora
flx) =<mn, fular,az...,ap) >. Allora [<¥| < w ® kK = k. Infatti k<% =
K% U Ugen<wk™ € i due insiemi hanno la stessa cardinalita. O

Osserviamo che senza 'assioma di potenza non si puo assicurare 1’esi-
stenza di cardinali > w. Ma € ben noto che dall’assioma di potenza segue
il seguente
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Teorema 1.12.11 (Cantor). Per ogni insieme x si ha |x| < |P(z)|.

DIMOSTRAZIONE: Ovviamente esiste un’applicazione iniettiva da z a P(x).
Per esempio quella che associa a ogni y € x 'insieme {y} € P(x). Dunque
|z| < |P(x)|. Sisupponga, per assurdo, che esista un’applicazione biiettiva
¢ tra x e P(x). Definiamo allora un sottoinsieme di x come segue

a={y:y & e}

Poiché ¢ si & supposta biiettiva dovra esistere z € x tale che a = p(z). Ci
possiamo allora chiedere: z € ¢(z) ? Se supponiamo che z € a = ¢(z)
allora per la definizione di a deve essere z ¢ a = ¢(z). Se supponiamo
invece che z ¢ a = ¢(z), allora, per definizione, z € a = ¢(z). Dunque
otteniamo la contraddizione

z€a=¢(2) < z¢a=p(2)

Percido non puo esistere un’applicazione biiettiva come ¢ e dunque deve
essere |z| < |P(z)|. O

Sinoti che nella dimostrazione del teorema di Cantor si usa sia 1’assioma
di potenza che ’assioma di scelta. Infatti per attribuire una cardinalita a
P(z) ¢ necessario che l'insieme possa essere bene ordinato (z potrebbe
esserlo automaticamente se fosse un ordinale).

Tuttavia non ¢ necessario ’assioma di scelta per dimostrare che ogni
cardinale ammette un cardinale maggiore. Vale infatti il seguente

Teorema 1.12.12 (Hartogs). Va 3k (k > «), k & un cardinale.

DIMOSTRAZIONE: Sia « > w. Consideriamo W = {R € P(a x a): R & un
buon ordinamento su a}. Sia S = {tipo(< o, R >): R € W}. S & un insieme
di ordinali. Possiamo considerare 'ordinale A = sup S. Verifichiamo che si
tratta di un ordinale iniziale, cioe un cardinale A > «. Ovviamente non puo
essere |A| < |al, poiche o € S. Se fosse A = «, allora esisterebbe R € W
tale che A = tipo({(«, R)). Ma allora A € S e quindi anche A+1 € S, contro
la definizione di A = sup S. O

Definizione 1.12.6 Denoteremo con o il minimo cardinale > a. Si dice
che k & un cardinale successore se k = a™ per qualche o; se k > w e k non
e un cardinale successore, esso si dice un cardinale limite. w é il minimo
cardinale limite.

Definizione 1.12.7 (Gli “aleph”). Sono i numeri cardinali infiniti cosi
definiti per ricorsione.
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1. Ny = w;y
2. Noy1 = (Ra)F;
3. N, =sup{Rg: 8 < v} se v & un ordinale limite.
Lemma 1.12.13 Valgono i sequenti fatti:
1. Ogni X, é un cardinale.
2. Ogni cardinale infinito coincide con qualche R, .
3. a<fB— Ry <Rg.
4. Ny € un cardinale limite se e solo se a & un ordinale limite.

DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione viene fatta per induzione transfinita
su a.

(1) Se a & un ordinale successore a = 3 + 1 allora ovviamente Ngyq =
(R3)T & un cardinale. Supponiamo che « sia un ordinale limite. Se R, =
sup{Ng: 8 < «} non fosse un cardinale, allora R, sarebbe equipotente
con qualche ordinale v < X, e quindi con qualche v < Rg < R, (per la
definizione di sup e per il terema di Schréder-Bernstein). Cio¢ [R,| = Ng
per qualche 8 < a. Ma allora avremmo Ng < Ngy; < N, e quindi
Rgy1 < R, e la contraddizione Rgyq > |R,| = Rg.

(2) La proposizione discende dall’assioma di scelta (AS), anzi ¢ equiva-
lente ad esso. Se (AS) non vale, allora esiste un insieme = non equipotente
con alcun ordinale e quindi con alcun ordinale iniziale. Cioe esiste un in-
sieme x del quale non si pud stabilire la cardinalita. Se vale (AS), allora
ogni insieme si puo bene ordinare. Dunque per ogni z si trova un ordinale «
tale che (x, R) & «, per qualche buon ordinamento R su z, e quindi x =~ .
Se k ¢ il minimo di tali ordinali, allora |z| = k. I cardinali finiti sono tutti
i naturali n < w = Ng. I cardinali infiniti sono i kK > Ny. Dimostriamo
che essi sono tutti degli N. Per assurdo si supponga che ci sia un cardinale
infinito k # N,,Va € On. Allora si puo considerare

A={k:k >N,k #R,,Va € On}.

Essendo A # 0, si pud considerare ¢ = min A. Allora se A & un car-
dinale minore di o, A = Rg per qualche ordinale 3. Consideriamo ora
C ={y:X, < o}. Siad =supC. Sia poi X5 = sup{X,:v € C}. Per
la definizione di estremo superiore, deve essere N5 < o. Non puo essere
Ns = o, perché cio contraddirebbe la definizione di 0. Puo essere N5 < o
? In questo caso avremmo N5 < Nsi;. Non potrebbe essere V511 < o,
perché cio contraddirebbe la definizione di 5. Né puo essere N5 1 = o,
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che contraddice la definizione di . Infine non puo essere N5 < o < V541,
poiché o € un cardinale e non ci sono cardinali tra N5 e Ng5y1.
(3) e (4) seguono in modo immediato dalla definizione. O

Lemma 1.12.14 (AS). Se esiste f: X — Y suriettiva, allora |Y] < |X].

DIMOSTRAZIONE: Si dia un buon ordinamento R su X. Per ogni y € YV
sia g(y) = min{f~*(y)} essendo il minimo preso rispetto al buon ordine R.
Allora g: X — Y ¢ una funzione iniettiva. O

Lemma 1.12.15 (AS). Siak > w e |X,| < k,Va < k. Allora |Ug<x Xo| <
K.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni o < k esiste una funzione iniettiva f,: X, —
K. Si consideri la riunione Uy« X,. Si consideri quindi un buon ordine

sull’insieme
P((|J Xa) x k).

a<k

Ogni funzione f, € P((UQ<HXQ) X Ii), che ¢ un insieme bene ordinato.
Vogliamo costruire un’applicazione iniettiva da (Uy<xXo) a K X k. Se x €
Ua<rXa, sia fz la minima f, (nel buon ordine scelto) tale che x € dom(f,).
Definiamo allora

f2): =< fa(z),a >

Evidentemente si definisce cosl una funzione

f:UXa—>/£><K

a<k

La funzione f € iniettiva. Se x # y in U,<, X, € se accade che x € domf,/,
y € domf, con o # o, allora

f(@) =< far(x), @ >#< far(y), o’ >= f(y)
poiché & o’ # o, Se poi o = o’ = a, allora
f(x) =< fa(z), 0 >#< fa(y), 0 >= [(y)
poiché fo(x) # fa(y).

Essendo f iniettiva concludiamo che | Up<y Xo| < 6@ k=K. O
Definizione 1.12.8

BA = AB.= {f: f & funzione,dom(f) = B e im(f) C A}
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Si osservi che la definizione data & una buona definizione poiché
BACPBxA).
Definizione 1.12.9 (AS).
A=

K

Lemma 1.12.16 SeA>w e2 <k < A, si har* = [*k| =2* = |M0,1}| =

P

DIMOSTRAZIONE: 11 fatto che *{0,1} ~ P()\) segue dall'identificazione di
ogni sottoinsieme A C A con la sua funzione caratteristica x4: A — {0,1}
definita, come & noto, nel modo seguente: ya(x) =1sex € A, xa(z) =0
se x ¢ A. Si ha poi la seguente catena d’insiemi equi- o sotto- potenti

MO,1Y 2 M AN P x ) = M0, 1)
Da cio segue che
2)\ — |)\{0’1}‘ S K)x — ‘)\ﬁl S /\)\ S |>\><)\{0’1}| _ 2)\®>\ _ 2>\7

e quindi quanto asserito. O
Si noti che nell’esponenziazione ordinale risulta 2* = w, mentre nell’e-
sponenziazione cardinale si ha 2% = 280 > o = R,.

Lemma 1.12.17 (AS). Se k,\, 0 sono numeri cardinali, allora
K/\@O’ — Ii)\ ® K:0'7
(HA)U _ Iﬁ:)‘®0.

DIMOSTRAZIONE: Quanto asserito segue facilmente dall’osservare che, se
A, B, C son tre insiemi tali che |A| = &, |B| = A\, |C| = 0 e BNC = {), allora

BUCARPAXCA e
C(BA) %CXBA

Infatti a ogni f: (BUC) — A si pud associare una coppia di funzioni (g, h)
cong=f]Beh=f]C eviceversa. A ogni f(.,.):C x B — A si
puo associare una funzione da C' a ®A che a ogni € C fa corrispondere
f(x,.): B — A. Viceversa se ¢ data una funzione h:C — BA che a x € C
fa corrispondere h,(.): B — A, a essa si puo associare f(.,.):C x B — A
data da f(z,y):= h.(y). O
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D’ora in poi per Ipotesi del continuo, denotata in breve con CH,
dall’inglese “Continuum Hypothesis”, intenderemo la congettura di Cantor
che 2% = N;. Ricordiamo che il numero cardinale 2%° si indica anche
con la lettera ¢. L'Ipotesi del continuo generalizzata, GCH dall’inglese
“Generalized Continuum Hypothesis”, & la congettura che per ogni ordinale
a sia 2% = R, 4. E stato dimostrato che né CH né GCH possono essere
provate in ZFC, né sono provabili le loro negazioni.

1.13 Cofinalita e teorema di Konig

Definizione 1.13.1 Sia f:a — (3, con a e 8 numeri ordinali. Diremo che
f applica « in 8 in modo cofinale se im(f) ¢é illimitata in (.

Definizione 1.13.2 Diremo cofinalita di 8 il minimo ordinale « tale che
vi € un’applicazione cofinale di o in 3. La cofinalita di 8 sara indicata con

cf(B).

Evidentemente si ha cf(3) < §; se § ¢ un ordinale successore cf(3) = 1 e
solamente in questo caso.

Lemma 1.13.1 Per ogni ordinale (8 si puo trovare un’applicazione cofinale
strettamente crescente da cf(3) in 3.

DIMOSTRAZIONE: Sia g¢:cf(8) — [ un’applicazione cofinale. Si definisca
ricorsivamente un’applicazione f da cf(() in 8 come segue:

f(n):=max(g(n),sup{f(§) +1:£ <n})

E immediato riconoscere che se 1, < 1y allora f(n2) > f(m) +1> f(m),
dunque f & strettamente crescente. Inoltre, poiché & f(n) > g(n), essendo
g cofinale, loe la f. O

Lemma 1.13.2 Se a ¢ un ordinale limite e f:a — (8 € una funzione cofi-
nale strettamente crescente, allora

cf(a) = cf(B)

DIMOSTRAZIONE: cf(8) < cf(a) segue dalla composizione delle funzioni
g:cf(a) = ae fra— B. Infatti fog:cf(a) — B & un’applicazione cofinale.

Per mostrare che cf(a) < cf(8) faremo vedere che esiste un’applicazione
cofinale da cf(3) in . Sappiamo che esiste g: cf(3) — f cofinale. Definiamo
ora

h(&): = min{n € a: f(n) > g(£)}
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Evidentemente h:cf(8) — «. Inoltre essa ¢ cofinale. Dato ap < « sia
Bo = f(ap). Poiché g & cofinale, esiste & < cf(3) tale che g(&) > Bo. Se
n € « ¢ tale che f(n) > By, per la crescenza di f deve essere n > ag. 1l
minimo di tali ordinali & il valore di h(£p). Dunque per ogni o € « esiste
un valore & € cf(5) tale che h(&p) > . Sinoti che essendo « limite, per
ogni oy < « esistono ordinali ap <1 < . O

Corollario 1.13.3
cf(cf(B)) = cf(B3)

DIiMOSTRAZIONE: Infatti cf(8) = 1 se e solo se & un ordinale succes-
sore. Dunque sara sufficiente dimostrare I’affermazione per gli ordinali limi-
te. Ma sappiamo che esiste un’applicazione cofinale strettamente crescente
f:cf(B) — B. Applicando il lemma precedente a questa funzione si ottiene
il risultato voluto. O

Definizione 1.13.3 Un ordinale infinito 8 si dice regolare se é limite e

cf(B) = B.

Lemma 1.13.4 Valgono i sequenti fatti
1. Se 3 é regolare, B & un cardinale.
2. w =Ny é regolare.
3. kt ¢ regolare.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Se fosse k = || < 3 esisterebbe un’applicazione biiettiva f:x — (.
Una tale applicazione, essendo im(f) = [, & certamente cofinale. Allora
avremmo cf(3) < k < 3, contro I'ipotesi che 3 & regolare.

(2) Se @ < w allora a € w & un numero naturale n. Ogni applicazione
f:n — w non puo essere cofinale in w perché la sua immagine essendo finita
ha un massimo m € w.

(3) Se esistesse un’applicazione cofinale f:« — k1, con o < 7, allora
avremmo

kT =sup{f(€):¢ < a} =U{f(§):§ <a},

con f(§) < kT e a < kT, ciod a < k. Ma anche |f(€)] < & per ogni £ < a.
Dunque per il Lemma 1.12.8 avremmo

KT =U{f(€):E<a}| <r,
che ¢ una contraddizione. O

Lemma 1.13.5 Se o é un ordinale limite, allora cf(R,) = cf(a).
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N

DIMOSTRAZIONE: Infatti f:a — R, definita da f(8) = Ng, V0 < «, &
un’applicazione strettamente crescente e cofinale definita sull’ordinale limi-
te . Per il Lemma 1.13.2, si ha dunque cf(X,) = cf(a). O

Si puo agevolmente riconoscere che per ogni ordinale o vale a < V. 1
vari X possono essere cardinali regolari o singolari. Per esempio, Rg, Ny, ...,
N,,,...sono cardinali regolari; N, & un cardinale singolare. Infatti, in base
al Lemma precedente si ha cf(R,) = w < N,,. Si puo inoltre osservare che
se N, € un cardinale limite e regolare vale necessariamente X, = «. Infatti
si ha cf(R,) = R, = cf(a) < a < N,. Sinoti pero che l'essere X, = o non
impone che X, sia un cardinale regolare. Infatti se definiamo oy = w e per
ogni n definiamo ricorsivamente o, 11 = X, _, posto a = sup{o,:n € w},
allora evidentemente si ha o = N,, ma cf(a) = w, cioe a & singolare. 1l
primo cardinale regolare limite, se c’e¢ € molto grande.

Definizione 1.13.4 Si usano le sequenti definizioni

1. Un cardinale k > w si dice debolmente inaccessibile se ¢ un cardinale
limite e regolare.

2. Un cardinale k > w si dice fortemente inaccessibile se e regolare e per
ogni cardinale A\ < K ¢ anche 2* < k.

I cardinali fortemente inaccessibili lo sono debolmente e sotto GCH le
due nozioni coincidono. E consistente con ZFC che 2% sia un cardinale
debolmente inaccessibile o maggiore del primo cardinale debolmente inac-
cessibile. Non si puo provare in ZFC lesistenza di cardinali debolmente
inaccessibili.

Definizione 1.13.5 Sia I un insieme d’indici e sia k; un numero cardinale
per ogni i € I. Definiamo

S o= @re=1UAL

iel i€l i€l
con |A;| = k; per ogni i € I e con gli A; a due a due disgiunti (per es.
Ai = R; X {Z})

Definiamo poi

[ = Q@s= T

iel i€l i€l
Qui nella prima definizione si ¢ usato il simbolo ), per indicare la somma
cardinale invece del pit corretto @, ;; nella seconda definizione si ¢ usato
il simbolo [, sia per indicare il prodotto cardinale che il prodotto carte-
siano di insiemi. Sarebbe pit corretto usare il simbolo &), per il prodotto
cardinale, ma spesso utilizzeremo questo abuso di linguaggio, quando cio
non comporti confusione.
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Vale il seguente importante

Teorema 1.13.6 (di Konig) (AS). Sia I # 0 e per ogni i € I sia k; < A;,
essendo k; e \; cardinali. Allora

Zni <H)‘i

i€l i€l

DIMOSTRAZIONE: Per ogni i € I sia dato un insieme A; di cardinalita x;
e gli insiemi A; siano a due a due disgiunti. Sia poi fi: A; — A; \ {0}
un’applicazione iniettiva, che esiste certamente per lipotesi k; < A;. Se
x € A; definiamo f,(7):= fi(z) e fz(j):= 0 se j # i. Dunque, associando
a ogni * € UjerA; lelemento f, € [[,.; \i, otteniamo un’applicazione
chiaramente iniettiva

F:UAiHH)\i,F(x):fz.

i€l i€l

Zfﬁ SHM

el el

iel

Cio mostra che

Verifichiamo ora che

Z Ki 7 H Ai

iel icl
Sia G: ), c;(ks x {i}) — [l,c; A un’applicazione arbitraria e mostriamo
che non pud essere su. Indichiamo con ¢,,; = G(o, ) 'elemento di [[,.; M
ottenuto come immagine per mezzo di G di {(a,); definiamo

iel

Kii:={gai(i):a < K;}

Poiché |K;| < k; < A, esiste v; € A\; \ K;. Se poniamo f(i) = v; per ogni
i€, fe]l,c; A Oraun elemento h € [[,c; As € un elemento di im(G) se
e solo se esistono i € I e « € k; tali che h = G(a, 7). Ma allora per qualche
i € I deve essere h(i) € K;. Ma nel nostro caso non c’¢ alcun i € I tale che
f@) € K;. Percid f ¢ im(G) e dunque G non puo essere suriettiva. Resta
dunque dimostrata la tesi. O

Come conseguenza si ottengono i seguenti importanti risultati

Teorema 1.13.7 (AS). Per ogni cardinale infinito k si ha
1. 50 >

2. cf(2F) > k.
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DIMOSTRAZIONE:
(1) Sia f un’applicazione cofinale strettamente crescente da cf(k) in &.
Allora

s=l U fels X @l< I w=ste)

a<cf(k) a<cf(k) a<cf(k)

Infatti |f(a)| < k per ogni o < cf(k); si applichi poi il Teorema di Konig.
(2) Sia A = cf(2%). Se fosse A < k si avrebbe

(2/\1))\ — 25@)\ — 2&7

contro il punto (1) appena dimostrato applicato al cardinale 2%. O

Si noti che essendo cf(\) < A siottiene k < cf(2%) < 2%, cloe k < 2" per
ogni cardinale infinito. Si riottiene dunque la tesi del teorema di Cantor
1.12.3 per i cardinali infiniti.

Il Teorema 1.13.2 dice quasi tutto quanto si conosce sull’esponenziazione
cardinale senza ulteriori ipotesi sul sistema ZFC. Per esempio, sotto I'ipotesi
GCH, si puo descrivere piu completamente 1'operazione d’esponenziazione
cardinale. Infatti si ha

Teorema 1.13.8 (AS + GCH). Siano k,\ > 2 e almeno uno dei due sia
infinito. Allora si ha

1. k< XA— g =21,
2. k> \>cf(k) — k= kT,
3. A <cf(k) = K = K.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Da un risultato precedente (Lemma 1.12.9) sappiamo che nelle nostre
ipotesi kK = 2% = AT, L’ultima uguaglianza segue da GCH.

(2) kK > k) > g per Konig. Ma x* < k® = 28 = xT. Dunque
k < kN < kT. Percid deve essere k* = k7.

(3) Se A < cf(k) allora *k = U{*a:a < w}. Infatti se A < cf(k) e
f: XA — k si ha che sup f/\ < k. Si ha poi |*a| < 2101 = gmax(jal,]Al) —
max(|al, [A\])T < k. Di qui segue che k* < k ed essendo ovviamente anche
KA > K sitrova k) = k. O

Daremo inoltre le seguenti definizioni che potranno essere utili nel se-
guito

Definizione 1.13.6 (AS).
1. SPA=A<P: = U{*A:a < B}.



50

2.

CAPITOLO 1. TEORIA DEGLI INSIEMI

k<A = \<>‘/€|.

Gia abbiamo dimostrato che se k¥ > w, allora k<% = k.
Definiamo infine i numeri “beth” (3).

Definizione 1.13.7 (AS)

1.

2.

3.

:0 = Ww.
:a+1 = 2:[a.

Se v & un ordinale limite 3, = sup{Js:a < 7}.

GCH equivale ad affermare che Voo € On, 3, = N,,.

1.14 Altre teorie degli insiemi

Accanto a ZF (con o senza C) sono state considerate numerose altre teorie
degli insiemi. Ne ricorderemo qui alcune a solo scopo informativo. Ricor-
diamo innanzi tutto la teoria NBG di von Neumann, Bernays e Godel che
ha un assioma specificamente dedicato alle classi. In questa teoria si indi-
cano con lettere minuscole gli insiemi, con lettere maiuscole le classi, che
sono agglomerati pitt ampli e generali degli insiemi. Gli insiemi sono quelle
classi che appartengono a un’altra classe. Cioe la classe X € un insieme se
esiste una classe Y tale che X € Y. Gli assiomi della Teoria NBG sono i
seguenti

1

w N

)
)
)
4)

5)

Vu(ue X —u€Y)— X =Y. (UGUAGLIANZA PER LE CLASSI).
Ogni insieme € una classe. (INSIEMI E CLASSI).
Se X €Y allora X ¢ un insieme. (INSIEMI).

Per ogni insieme x e per ogni insieme y esiste un insieme {z,y}.
(CoPpP1A).

VXy... VX, Y'Y = {z:¢(z, X1,...,X,)}, dove ¢ pud avere altre
variabili libere di tipo insieme o classe oltre a quelle esplicitate, ma
dove le variabili legate sono solamente di tipo insieme. (COMPREN-
SIONE PER LE CLASSI).

Esiste un insieme infinito. (INFINITO).
Per ogni insieme z esiste un insieme Uz. (UNIONE).

Per ogni insieme x esiste un insieme P(x). (POTENZA).
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9) Se una classe F' & una funzione e X & un insieme, allora F”X & un
insieme. (RIMPIAZZAMENTO).

10) REGOLARITA.

11) SCELTA.

NBG ha parecchie proprieta interessanti fra le quali quella di essere finita-
mente assiomatizzabile, al contrario di ZFC che contiene schemi di assiomi
e quindi ha un’infinita di assiomi. Un’altra importante proprieta di NBG e
che si tratta di un’estensione conservativa di ZF. Cio significa che se 1) € una
formula che contiene solo variabili di tipo insiemistico, NBG F % se e solo
se ZF b 1 (cid & stato dimostrato da Wang nel 1949 e da Schoenfield nel
1954). La teoria MK (Morse e Kelley, pubblicata in appendice del libro di
Kelley “General Topology”, 1955) permette alla ¢ dell’assioma di compren-
sione di essere arbitraria. Essa non ¢ finitamente assiomatizzabile e non e
un’estensione conservativa di ZF. In MK si possono formare superclassi che
producono ineleganze dello stesso tipo presente in ZF nel trattare le classi.

Dal punto di vista tecnico ZF ¢ la pit semplice delle tre teorie finora
ricordate.

Una teoria degli insiemi basata su principi diversi da ZF ¢ NF (New
Foundations) di Quine (1937, 1951) e Rosser (1955). NF tratta solo insiemi,
ma in essa € previsto un insieme universale:

JoVzx (x € v)

Non ci sono limitazioni nell’assioma di comprensione, pero la formula ¢
deve essere stratificata. Per esempio, x = x ¢ stratificata, maz € zex ¢ x
non lo sono. Non si sa se NF sia consistente, anche assumendo che ZF lo
sia.

In anni molto recenti (1996) Ennio De Giorgi, Marco Forti e Giacomo
Lenzi hanno sviluppato un quadro assiomatico generale per i fondamenti di
Matematica, Logica e Informatica, nel quale si introducono e assiomatiz-
zano le nozioni di operazione, collezione e correlazione, proposizione e pre-
dicato, numero naturale e sequenza finita, insieme, sistema e funzione. La
teoria ¢ presentata in M. Forti e G. Lenzi: “ A General Axiomatic Framework
for the Foundations of Mathematics, Logic and Computer Science”, Ren-
diconti dell’Accademia Nazionale delle Scienze detta dei XL, Roma 1997,
Serie V, vol. XXI, parte I, pagg. 171-207.

1.15 Alcuni conteggi

Esempio 1.15.1
IR =c¢
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Questo risultato ¢ ben noto.

Esempio 1.15.2 Numero dei polinomi in una indeterminata a co-
efficienti in R o in Q.

I polinomi sono espressioni del tipo Zz‘g n r;zt, dove r; € R oppure r; € Q.
Dunque l'insieme dei polinomi in un’indeterminata x ha cardinalita

IR[z]| = |Upew R* =w ®2¥ = 2% =,
se i coefficienti sono in R. Se invece i coefficienti sono in Q, si ha
|Q[z]] = | Unew Q' =w @w =w =Ry
Esempio 1.15.3 Numero degli aperti di R.

Ogni aperto di R ¢ riunione d’intervalli aperti aventi gli estremi razionali.
Sia J linsieme di tali intervalli; 7 € numerabile. Definiamo un’applicazione
dalla famiglia A degli aperti di R in P(J), come segue. Ad ogni aperto
U € A associamo f(U) ={J:J e J,J C U}. Poiché f & una funzione
iniettiva e J & numerabile, quindi |P(J)| < ¢, ci sono al piti ¢ = 2 aperti
di R. Ma ce ne sono esattamente ¢, perché R\ {r} & aperto per ogni r € R.

Esempio 1.15.4 Cardinalita degli irrazionali.

L’insieme P dei numeri irrazionali in R ha cardinalita ¢. Infatti R = PUQ.
Poiché |R| = ¢ e |Q] = Ny, si conclude che |P| = c.

Esempio 1.15.5 Cardinalita dell’insieme delle funzioni continue
da R aR.

L’insieme F di tutte le funzioni da R a R ha cardinalita | F| = [R|IBl = 2¢ =
22" ‘ma quella delle funzioni continue C(R,R) ¢ inferiore: |C(R,R)| =¢=
2%o Infatti una funzione continua avente dominio R & nota se & nota la sua
restrizione a Q. Dunque |C(R,R)| = |2R| = 280®Ro = 2% — ¢,

Esempio 1.15.6 Cardinalita dell’insieme delle funzioni iniettive da
wa wi.

Le applicazioni da w a wy sono |wf|. Dunque le applicazioni iniettive da w
a wi sono al piu |wf|.

Esiste un’applicazione iniettiva G da “w; all’insieme delle applicazioni
iniettive da w a w x wy, che denoteremo con In(w,w x wy). Se f € “wy,
definiamo G(f) = {(n, (n,a)):n € w,a = f(n)}. Se f # g, allora esiste 7
tale che f(n) # g(m)e quindi G(f)(@) = (m, (M) # (7, 9(7)) = Glg)(m).
Ciote G(f) # G(g). Inoltre G(f):w — w X wy ¢ iniettiva. Infatti, se n # m
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G(f)(n) = (n, f(n)) # (m, f(m)) = G(f)(m). D’altra parte |w X wy| =
|w1] = N; e quindi il numero delle applicazioni iniettive da w a wy € pari
al numero delle applicazioni iniettive da w a w X wy. Ma abbiamo appena
visto che “w; < In(w,w X wy). Cioe

|lw?'| > In(w, w1)] = [In(w, w x wi)| > |7
Infine & 2¢ < |w{| < (2¢)« = 2¥. Cioe
In(w,w;)| = 2%

Esempio 1.15.7 Cardinalita dell’insieme dei sottoinsiemi di x > w
aventi cardinalita k.

[k]" C [k]SF = P(k). Dunque |[]"| < 2%. Dato A C k, sia f(A) = A x k.
Ora per ogni A C k, f(A) C k x Kk e |f(A)| = k. Dunque

[£]" C P(k) < [k x K]®
Poiché [k]" =~ [k x k]", allora 2 < |[x X k]®| < 2" e si ha finalmente
|[K]"] = 2%
Esempio 1.15.8 Cardinalita dei buoni ordinamenti su x > w.

Per definizione vi sono x* ordinali di cardinalitd x. I buoni ordinamenti
su Kk sono ovviamente non piu di 2*. Come abbiamo visto in precedenza,
di A C k aventi cardinalitd x ce ne sono 2%. Sia <4 un buon ordinamento
dell’ordinale k che ha come segmento iniziale A C k (rispetto al buon
ordine indotto su A da €). A sottoinsiemi A distinti corrispondono buoni
ordinamenti <4 distinti. Dunque ci sono 2 buoni ordinamenti su x.

1.16 L’assioma di regolarita o fondazione

Ricordiamo il seguente

Assioma 2. Di Regolarita o Fondazione.
Ve [Jy(y € ) » Jy(y €z A—-F2(z €z Az € y))]
Cioe ogni insieme non vuoto ha un elemento minimale rispetto a €: Va #

Pdyexz(zny=0).
Valutiamo ora le conseguenze di questo assioma.
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Teorema 1.16.1 Vz (z ¢ x).

DIMOSTRAZIONE: Se fosse x € z, allora {} non avrebbe elemento €-
minimale. O

Teorema 1.16.2 Non esiste una €-catena infinita discendente; cioé se
{zn:n € w} € una successione d’insiemi, non é possibile che Vn € w (xn41 €

DIMOSTRAZIONE: Altrimenti {z,:n € w} non avrebbe un elemento €-
minimale. O

L’affermazione del teorema suddetto, assumendo l'assioma di scelta
(AS), ¢ in effetti equivalente all’Assioma di Fondazione. Infatti, se esso
vale, come si e visto, non esiste una catena infinita discendente. Si sup-
ponga poi che non valga (AF) e sia z # () un insieme senza elemento
€-minimale: se zg € x, g non ¢ €-minimale; allora esiste x1 € o N x; ma
1 non € €-minimale e dunque esiste x5 € x1 Nz, che non & €-minimale;
e cosi via. Se z,, € x, poiché non & €-minimale, esiste z,41 € x, Nx. Si
trova cosl una successione...xo € 1 € xy che € una €-catena discendente.
L’argomento qui presentato & informale, poiché non e esplicitato I'uso che si
fa dell’assioma di scelta. Infatti di elementi come xy se ne possono trovare
molti e molti 1 € zg Nz, e cosl via. Dunque ¢ strettamente necessario
introdurre l’assioma di scelta o una sua forma debole detta delle scelte
dipendenti.

Definizione 1.16.1 GERARCHIA CUMULATIVA DEGLI INSIEMI. Definiamo
1. Vo =0;
2. se a & un ordinale Vo1 = P(Vy,);

3. se « € un ordinale limite V,, = U Vs.
BEa

Lemma 1.16.3 Ogni V,, é un insieme.

DIMOSTRAZIONE: Infatti Vo = ), che ¢ un insieme e i successivi V,, sono
costruiti o usando I’assioma di potenza, se a = +1 € un ordinale successore
o l'assioma dell’'unione e I'assioma di rimpiazzamento se o € un ordinale
limite. Dunque, ammesso che i V3 siano insiemi per ogni 5 < a, lo e V.
Per induzione transfinita ogni V,, € un insieme. O

Lemma 1.16.4 Ogni V,, é transitivo e se o < 3 allora Vo, C V.
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DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione sara fatta per induzione transfinita.

Caso I: @ = 0. La cosa ¢ ovvia.

Caso II: Sia a un ordinale limite, dunque V, = Uy<gV3. Se x € V,,
allora = € V3 per qualche § < «; se y € x € Vg, allora y € V3, essendo Vg
transitivo per Iipotesi induttiva, e quindi y € V,,. Si osservi inoltre che,
per la transitivita di Vg, se y € V3 allora y C V3, cioe y € P(Vg) = Vaya.
Cio significa che Vg C Vg41.

Caso III: Sia o« = B + 1. Per ipotesi induttiva Vg ¢ transitivo; sia
x € Vo =P(Vg). Allora x C Vg. Sey € = C Vg, allora y € V3 e quindi
y C Vg per la transitivita di quest’ultimo insieme. Dunque y € P(Vg) = V.

Si osservi infine che Vy = 0 C V,, per ogni a.. Se « & limite, allora, per
definizione, V3 C V, per ogni 8 < a. Abbiamo poi visto che Vg C V1.
Dunque in generale siha: (8 <o) — (Vg CV,). O

Lemma 1.16.5 Se o < 3 allora V,, € V3.

DIMOSTRAZIONE: Abbiamo dimostrato in precedenza che a < § — V, C
V3. Ora se a < 3 evidentemente oo + 1 < 3 e quindi accade ancora che
Vat1 C Vs Ma V,, € Vi1 = P(V,) C V. Dunque V, € V. O

In realta, si puo dimostrare di piu, se assumiamo la validita dell’assioma
di fondazione. Vale o < 3 < V,, € V. Si supponga V,, € V3 e sia per as-
surdo a > 3. Se fosse a > 3 allora, per quanto dimostrato, avremmo anche
Vs € V,. Dunque l'insieme {V,, V3} non avrebbe elemento €-minimale. Se
fosse o = 3, allora V,, = V3 e quindi l'insieme {V,,} non avrebbe elemento
€-minimale.

Il teorema che segue afferma che, se vale (AF), tutti gli insiemi del
nostro universo sono ottenuti attraverso la costruzione dei V,,. Cio¢ che

V=U,conVe
descrive I'universo di tutti gli insiemi.
Teorema 1.16.6 Vz3a € On(z €V,) .

DIMOSTRAZIONE: Si supponga per assurdo che esista a ¢ U,eonVe- Ci
sono due possibilita: che a C U V4 o che cio non valga.

Casq I: Sia a ¢ UaeQnVO{ ma a C UpecOnVe- Per ogni z € a §i di(':a il
rango di x rispetto ad a il minimo ordinale « tale che x C V,,. Infatti, poiché
a CU,.onVes ogni z € a ¢ anche elemento di U, _qpVa, ciot x € V, e
per la transitivita * C V,, per qualche ordinale .. Il rango definisce una
relazione funzionale tra I'insieme a e i numeri ordinali. Dunque 'immagine

QGOII
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dell’insieme a per la funzione rango & un insieme di ordinali R (Schema
d’assiomi di rimpiazzamento). Se § = sup(R) + 1, allora a C V3 e quindi
a € Vi1, che e una contraddizione. Non possiamo dunque supporre che
sia a ¢ UpeOnVe € a C U, onVa-

Caso II: Sia a ¢ UpcOnVe © anche a ¢ UpcOnVe- Poiché i V,, sono
transitivi, se @ non ¢ contenuto nella loro unione, la sua chiusura transitiva
T'C(a) né puod appartenere né puo essere inclusa nella loro unione. Dunque
potremo supporre, senza ledere la generalita, che a sia un insieme transitivo.
Poichéa ¢ UannVa., l’insie.me b= {x Eax ¢ UannVa} :.a'\UaeonVa
non ¢ vuoto. Per I’assioma di regolarita, b ha un elemento €-minimale y tale
che yNb = ().Poiché y ¢ U__on Va, possiamo concludere che y # (. Percio
esiste z € y € a, ossia z € a per la transitivita di a. Ma z ¢ y Nb, quindi,
essendo z € a, ¢ 2 ¢ b. Cio implica z € U, gpVa € quindi y C U, .opVa;
ci siamo cosi ricondotti al Caso I, che porta a contraddizione. O

Definizione 1.16.2 Definiamo per ogni insieme x la mozione di rango
dell’insieme: rank(x).

rank(z) = min{a:z C V,}

Si osservi che se rank(x) = a, allora z ¢ V,,. Infatti se « = 5+ 1 allora
Vo = P(V3) e quindi se fosse x € V,, sarebbe 2 C V3, contro la definizione
del rango. Se « ¢ limite, x € V|, significherebbe € V3 per 3 < a. Per la
transitivita di Vj cio significherebbe x C Vj, ancora contro la definizione di
rango. Dunque se rank(z) = « , « & il minimo ordinale tale che z € V,11;
questa & una definizione alternativa di rank(z). Si tenga dunque presente
che z € V3 se e solo se rank(z) < . Ossia

Vo = {z:rank(z) < o}
Lemma 1.16.7 Valgono i sequenti fatti
1. Se x € y, allora rank(z) < rank(y).
2. rank(y) = sup{rank(z) + 1: 2 € y}.

DIMOSTRAZIONE:

(1) Si supponga rank(y) = . Alloray ¢ Vg, may C 8. Sexz € y ¢
percio z € Vz e quindi rank(z) < 8 = rank(y).

(2) Come abbiamo appena mostrato x € y implica rank(z) < rank(y) e
quindi rank(z) + 1 < rank(y). Dunque a = sup{rank(z) + l:z € y} < 3 =
rank(y). Sia poi x € y; allora per la definizione di « & rank(z) +1 < a e
dunque rank(z) < «, cio¢ z € V,. In conclusione: z € y — x € V,, cioe
y C V,,. Dunque rank(y) =< a. O
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Lemma 1.16.8 Per ogni o € On si ha rank(a) = a.

DIMOSTRAZIONE: (Per induzione transfinita). Ovviamente rank(0) = 0
(0 € 0). Supponiamo che per ogni 8 < « sia rank(8) = 3. Se @ = ¢ + 1,
§ C Vs e quindi {6} C P(Vs) = V,. Allora « =6 U {d} C V, e certamente
non ¢ sottoinsieme di Vs poiché {d} ¢ V5. Se a & ordinale limite abbiamo
VB € a, B € Vg1 C Vg, dunque o C V,,, mentre o ¢ V3, per ogni 8 < a;
infatti § € a, ma 3 ¢ V3. O

Cio si puo esprimere anche con la formula VNa =V, Na=a.
Vale il seguente

Teorema 1.16.9 V = U__opVa se e solo se ogni insieme non vuoto ha
un elemento €-minimale. Cioé se e solo se vale ’assioma di regolarita.

DiMOSTRAZIONE: Il precedente Teorema 1.16.3 da la sufficienza. Si sup-
ponga ora che V=U_ _qpVa ez €V, cioe che z sia un insieme. Sia x non
vuoto e sia ¢ = {a:Jy € x(rank(y) = «)}. Sia poi a9 = min(a). Allora se
rank(y) = ag deve essere y Nz = (. Infatti se fosse z € y Nz, si avrebbe
rank(z) < rank(y) = ag contro la minimalita di y. O

Si ha per esempio

Esempio 1.16.1 Vj = 0; Vi = {0}; Vo = {0,{0}};
Vs = {0,{0}, {{0}}, {0, {0}}}, ...
Esercizio 1.16.2 Sia rank(z) = rank(y) = a. Si dimostri che vale
1. rank({z,y}) = a +1;
2. rank((z,y)) = o + 2;
3. rank(z Uy) = a;
4. rank(Uz) < a;
5

. Si dia un esempio con rank(Uz) < .

1.17 L’universo costruibile di Godel

Daremo una trattazione abbreviata e semplificata della costruzione di un
modello della Teoria degli insiemi dovuta a Gdédel e detta dell’ Universo
costruibile. La trattazione ¢ necessariamente incompleta, ma si spera sia
sufficiente a rendere l'idea della costruzione, che potra essere studiata in
trattati pitt completi quali T. Jech: “Set Theory”, Academic Press (1978),
K. Kunen “Set Theory: an introduction to independence proofs” North—
Holland (1980) e articolo di K.J. Devlin “Constructibility” in Handbook
of Mathematical Logic, North-Holland (1977).
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Definizione 1.17.1 Sia X un insieme e ¢ una formula. Denoteremo con
©X e diremo relativizzata a X la formula derivata dalla @ che si ottiene
sostituendo ogni evenienza in ¢ di Vx; con Vx; € X e ogni evenienza di 3x;
con dz; € X.

Definizione 1.17.2 Sia X un insieme. Si dice che un insieme A é defini-
bile da X se vi ¢ una formula ¢ con parametri in X tale che

A={zecX:oX)}.
L’insieme di tutti gli insiemi definibili da X si denota con Def(X).

Si osservi che ogni insieme X & definibile a partire da sé stesso, usando la
formula ¢(x) = (z = x). Infatti si ha, tautologicamente:

X={rveXz=x}.
Esempio 1.17.1 Si considerino i sequenti esempi basilari
(a) L’insieme dei numeri pari é definibile da w.

(b) Per ogni ordinale o, se « C X e X & transitivo, allora o & definibile
da X.

(c) Sea€ X e X ¢ transitivo, a é definibile da X.
(d) Sea€ X, {a} ¢ definibile da X.

(e) Sea,be X, allora {a,b} ¢é definibile da X.

(f) Sea € X e X é transitivo, Ua ¢ definibile da X.

DIMOSTRAZIONE:

(a) Basta considerare la formula “Jy(z = y+y)” e la sua relativizzazione
aw.

(b) Se a € X, si consideri la formula “z € o”. Altrimenti « = OnN X e
si consideri la formula che esprime“z € un ordinale”.

« »”

Si consideri la formula “z € a”.

Si consideri la formula “xz = a”.
Si consideri la formula “c =aVz =1b".

Si consideri la formula “Jy (z € y € a)”. O
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Tuttavia molto resta escluso da Def(x) se x & un insieme infinito.

Teorema 1.17.1 Per ogni insieme infinito x vi é qualche y C x che non
¢ definibile da x.

DIMOSTRAZIONE: Poiché una formula € una successione finita di elementi
che sono o simboli del linguaggio o parametri in z, il numero di formule atte
a definire insiemi in Def(z) & : |z| + w = |z|, poiché x si suppone infinito.
Dunque |Def(x)| < |z| < 2/*l. Percio la maggior parte di elementi di P ()
non ¢ un elemento di Def(z). O

Definiamo ora ’Universo Costruibile di Gédel che indicheremo con L.
Definizione 1.17.3 Definiamo una gerarchia cumulativa come seque:

1. Ly =0;

2. Se a ¢ un ordinale limite, Lo, = Ug<aLg;

3. Sea=0+1, L, = Def(Lg).

Finalmente

]L:ULa

aEOI’l

Lemma 1.17.2 Ogni L, € un insieme transitivo.

DiMOSTRAZIONE: Evidentemente ogni L, ¢ un insieme in base alla defi-
nizione. La transitivita verra dimostrata per induzione. Ovviamente L &
transitivo. Se supponiamo che Lg sia transitivo per ogni 8 < «, mostreremo
che anche L, lo e . Sia « limite. Ly = Ug<qLg. Se x € L, e y € z, allora
x € Lg per qualche § < . La transitivita di Lg implica che se y € x allora
y € Lg C Ly edunquey € Ly; cioe L, e transitivo. Se poi o = 3+1, allora
Lo = Def(Lg). Se x € Ly, allora x = {y € Lg:¢™#(y)}. Masey € Lg, y &
definibile da Lg, dunque y € L,. Anche in questo caso L, e transitivo. O

Lemma 1.17.3 Lg € L, se e solo se 3 < a.
DIMOSTRAZIONE: Se o = 3+ 1 allora Lg € L, = Def(Lg) per costruzione.
Se o e limite o comunque 8 < f+1 < a si ha Lg € Lgy1 C Lgyo C Lo,

per la transitivita di Lgio. Si verifica facilmente I'implicazione opposta. O

Lemma 1.17.4 Per ogni ordinale o vale LNa=LoNa=a ea € Lyy.
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DIMOSTRAZIONE: La dimostrazione si ottiene ripetendo quasi parola per
parola quella del Lemma 1.16.8. O

Dunque si puo concludere che On C L, avendo esteso la notazione di
inclusione alle classi proprie. Anzi gli ordinali sono gli stessi insiemi sia in
V che in L. Infatti per ogni ordinale o si ha a = VNa =L Na. Sivede
infine facilmente che la classe LL & transitiva.

Teorema 1.17.5 (Gédel). L é un modello di ZF. Cioe L soddisfa tutti gli
assiomi della teoria degli insiemi, avendo per il momento escluso l’assioma
di scelta.

Omettiamo la dimostrazione, che pero puo essere fatta completamente e ab-
bastanza facilmente utilizzando la definizione “elementare” di Def(x) qui
presentata. Godel ha dimostrato che L. soddisfa anche 1’assioma di scelta,
ma la dimostrazione ¢ piu sofisticata e richiede I'aritmetizzazione del lin-
guaggio che descrive L. Con tali tecniche e stato pure dimostrato che GCH
vale in L. Attraverso il modello L. della teoria degli insiemi, Gédel & dunque
riuscito a dimostrare che ’assioma di scelta non si puo negare in ZF e che
GCH non si puo negare in ZFC.

Abbiamo gia ricordato le nozioni di cardinali debolmente e fortemente
inaccessibili e che se vale GCH i cardinali debolmente inaccessibili sono
anche fortemente inaccessibili. Si conclude che

Lemma 1.17.6 Un cardinale debolmente inaccessibile in I é fortemente
inaccessibile.

Osserviamo ora che se A ¢ un cardinale di L, cioe un ordinale iniziale
in L, allora (A*)% & il minimo ordinale a di L tale che non esiste in L una
funzione f biiettiva con dom(f) = A e im(f) = a. Cioe (AT)" & quello che
L “pensa” sia AT. Dunque (A\*)" < At se A & un cardinale in V; altrimenti
(AH)E < |A|T. Si noti infine che ogni cardinale in V & anche un cardinale
in L, ma non viceversa. Infatti mentre la nozione di ordinale coincide in L
e in V, come dimostrato nel Lemma 1.17.4 la nozione di ordinale iniziale,
cioe di cardinale, in I dipende da un minore numero di funzioni rispetto a
quelle presenti in V. Dunque ¢ concepibile che un ordinale possa essere un
cardinale in L senza esserlo in V.

Lemma 1.17.7 Se k ¢ debolmente inaccessibile (in' V), allora ¢ fortemente
inaccessibile in L.

DIiMOSTRAZIONE: Poiché L C Vsenonvie f:a — k, con a < k e f cofinale
in V, non vi e una tale funzione neppure in L. Dunque un cardinale regolare
in V resta tale in L. Poiché, come si & visto, (AT)¥ < A* un cardinale limite
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in Vlo e in L. Finalmente, un cardinale debolmente inaccessibile in V &
debolmente e quindi fortemente inaccessibile in L.

Si puo dimostrare

-

Teorema 1.17.8 Se k ¢é un cardinale fortemente inaccessibile, allora Vi
un modello di ZFC.

Tenuto conto di quanto detto sulle proprieta di I si ottiene allora come
corollario

Corollario 1.17.9 Se k ¢ debolmente inaccessibile, allora L, é un modello
di ZFC e di GCH.

Ricordando il Secondo Teorema d’incompletezza di Godel e cioe che non
si puo provare la consistenza di una teoria rimanendo all’interno della teoria
stessa se essa e sufficientemente forte da contenere I’aritmetica, allora si puo
concludere che non si puo dimostrare in ZFC l'esistenza di un cardinale
fortemente e neppure di uno debolmente inaccessibile. Altrimenti saremmo
in grado di produrre un modello insiemistico V;, o L, di ZFC, che sarebbe
percio consistente. L’esistenza di cardinali inaccessibili non discende dagli
assiomi di ZFC. Puo essere assunta come un ulteriore assioma da aggiungere
eventualmente a quelli di ZFC. Si entra cosi nell’ambito delle assunzioni
d’esistenza dei cosiddetti “grandi cardinali” sui quali non ci soffermeremo
oltre.

Ricordiamo infine che Gdédel ha provato

Teorema 1.17.10 Ogni classe che soddisfi gli assiomi di ZF e contenente
la classe degli ordinali, necessariamente contiene . come sottoclasse.

Abbiamo ottenuto un modello IL della teoria degli insiemi oltre al mo-
dello “naturale” V. Possiamo supporre che valga V. = IL 7 Si tratta di
un’affermazione sulla natura dell’'universo degli insiemi che non puo essere
confutata in ZFC. Infatti essa vale ovviamente in L poiché in tale classe
sono soddisfatti tutti gli assiomi di ZFC. Ma si puo dimostrare, con metodi
al quali accenneremo in un capitolo successivo, che esistono modelli di ZFC
nei quali quest’affermazione non vale. Tale & per esempio ogni modello
nel quale non vale CH. Un siffatto modello & stato costruito da Cohen nel
1963, utilizzando una tecnica detta del “forcing” (in italiano “costrizione”).
Dunque V = L risulta essere indipendente dagli assiomi di ZFC. Tale assun-
zione € nota come “assioma di costruibilitad”. Essa ha conseguenze impor-
tanti come la validita del “principio <»”, che illustreremo nel seguito. Altre
assunzioni indipendenti dagli assiomi di ZFC sono la ben nota CH e il cosid-
detto “assioma di Martin”, che incontreremo nel seguito. Qui assioma non
significa affermazione di per sé evidente e basilare. Esso indica piuttosto
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un’assunzione che ha importanti conseguenze riguardanti la descrizione e
le proprieta matematiche della classe degli insiemi. Assunzione della quale
si puo dimostrare 'indipendenza dagli assiomi della Teoria degli Insiemi
(ZFC, per esempio) e che completa gli assiomi stessi in modo da permet-
tere la decisione di problemi quali ad esempio CH, altrimenti indecidibili.
Esempi di nuovi assiomi in questo senso sono, oltre CH stesso e 1’assioma
di Martin, altri “assiomi” quali I’esistenza di un cardinale misurabile o il
Massimo di Martin, ai quali accenneremo in seguito.



Capitolo 2

Combinatoria Infinita

2.1 Famiglie pressoché disgiunte e quasi di-
sgiunte

Definizione 2.1.1 Sia k un cardinale infinito. Due sottoinsiemi x,y di k
sono detti pressoché disgiunti (almost disjoint) se |z Ny| < k.

Una famiglia pressoché disgiunta (p.d.) é un insieme A C P(k) tale che
ogni © € A ha cardinalita k, e due elementi distinti di A sono pressoché
disgiunti. Una famiglia p.d. é massimale se non esiste alcun’altra famiglia
p.d. che la contenga propriamente.

Il Lemma di Zorn assicura che per ogni famiglia p.d. A C P(k) esiste
una famiglia B O A p.d. massimale.

Infatti sia 4 una famiglia p.d. e consideriamo F = {B C P(x) : B D
A A B e p.d.}. Siordini parzialmente F per inclusione. Se C & una catena
non vuota in F allora | JC € F, poichése x,y € | JCsihaz € C',y € C" e,
per es., ¢/ C C” quindi z,y € C” e pertanto || = |y| = k ma |z Ny| < k.
Dunque F ha un elemento massimale B.

Osserviamo che essere p.d. € cosa ben diversa da essere disgiunta. Infatti
dimostreremo nel seguente Teorema che ogni famiglia p.d. massimale di
sottoinsiemi di x, cardinale regolare, ha cardinalita maggiore di x; mentre
non vi puo essere una famiglia di sottoinsiemi di x a due a due disgiunti che
abbia cardinalita maggiore di k. Si vede facilmente che c¢’e¢ una famiglia di
K sottoinsiemi a due a due disgiunti la cui unione e k e quindi tale famiglia
¢ massimale. Per le famiglie p.d. vale invece il seguente

Teorema 2.1.1 Sia k un cardinale regolare.

63
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(a) Se AC P(k) ép.d. e|A|l =k, allora A non pud essere massimale.
(b) Vi & una famiglia p.d. massimale di cardinalita > k.
DIMOSTRAZIONE:

(a) Sia A = {A¢ : £ < k}. Definiamo Be = A¢ \ U, . Ay: ovviamente &
Be # () per ogni £ < k, poiché k & regolare, Be = A¢ \ Un<£(A5 NA,)
e |A¢NA,| < k. Siprenda ora ¢ € Be: i (¢ sono distinti perché i Be
sono disgiunti a due a due. Allora D = {f¢ : £ < s} ha cardinalita
ke DN Ag puo contenere solo i 3, con n < &, percio [DN A¢| < k e
D ¢ A. Dunque A non pud essere massimale.

(b) Poiché esiste B p.d. massimale, segue dal punto (a) che |B| > & cioe
Bl > kt. O

Si puo dire qualcosa di piu preciso sulla cardinalita di una famiglia p.d.
di sottoinsiemi di k, per certi cardinali k.

Teorema 2.1.2 Se k > w e 2<% = g, allora esiste una famiglia p.d. A C

P(k) con |A|l = 2"

DIMOSTRAZIONE: Sia I = {& C & : sup(z) < k}. Poiché 2<% = &, si ha
|I| = k. Per ogni X C k, poniamo Ax = {X Na : a < k}; se X ha
cardinalitd k anche |Ax| = k, e se X # Y allora |[Ax N Ay| < k perché,
detto B un elemento di X che non appartiene a Y (o viceversa), abbiamo
AxNAy C{XNa:a< g} Pertanto A ={Ax : X Cr A |X]| =k}
¢ una famiglia p.d. di sottoinsiemi di I con |A| = 2" e quindi, presa una
qualunque applicazione biiettiva f di I in &, si ha che {f[A4] : A € A} & una
famiglia p.d. di 2" sottoinsiemi di x. O

L’ipotesi 2<% = k non puo essere eliminata. L’esistenza di una famiglia
p.d. di 2“* sottoinsiemi di wy non puo essere provata né confutata dall’as-
sunzione 2¥ = 2“! = wg3; inoltre se kK € un cardinale infinito tale che 2 >
k7T, Pesistenza di una famiglia p.d. massimale di xT sottoinsiemi di & &
indipendente dagli assiomi della teoria degli insiemi.

Introduciamo ora il concetto di A-sistema
Definizione 2.1.2 Una famiglia di insiemi A & detta un A-sistema o una

famiglia quasi disgiunta se esiste un insieme fisso r, detto radice, tale che
anNb=r, pera,be A distinti.

Il principale risultato per le famiglie quasi disgiunte e il cosiddetto
lemma del A-sistema, o lemma di Sanin.
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Teorema 2.1.3 Se A é una famiglia pit che numerabile di insiemi finiti,
esiste una famiglia pit che numerabile B C A che é un A-sistema.

DIMOSTRAZIONE: E un caso particolare (con k =w e 6 = wq) del prossimo
teorema. Tuttavia ci sembra utile darne anche una dimostrazione diretta.
Poiché A ¢ non numerabile, esistono una famiglia non numerabile A’ C
A e un numero naturale n > 0 tali che |z| = n per ogniz € A". Sen=1
allora A’ stesso & un A-sistema, di radice r = (). Ora supponiamo il teorema
vero per un certo n e mostriamo che vale per n + 1. Ci sono due casi.

1. Esiste un a che appartiene a un’infinita non numerabile di elementi
di A'.
PoniamoC ={z € A :a € x}eC* = {z\{a} : v € C}: poiché [y| =n
per ogni y € C*, per l'ipotesi induttiva esiste una sottofamiglia non
numerabile B* di C*, che ¢ un A-sistema di radice r*; allora B =
{xU{a} : z € C*} & contenuta in C (quindi in .A), & non numerabile
ed & un A-sistema di radice r = r* U {a}.

2. Ogni elemento a appartiene al pitt ad un’infinita numerabile di ele-
menti di A’.
Costruiamo per induzione transfinita su w; una famiglia B = {x,, :
a < wi}, in modo che z, sia disgiunto da z¢ per ogni { < a: cio ¢
possibile perché gli x¢ con { < a sono al pitt un’infinitd numerabile
e tutti i loro elementi appartengono al piu ad un’infinita numerabile
di z € A’, mentre A’ & non numerabile. Dunque B ¢ una famiglia
disgiunta, cioé un A-sistema di radice (). O

Pit in generale:

Teorema 2.1.4 Sia k un cardinale infinito, sia 0 > k regolare e, per ogni
a <0, sia|a<F| < 0. Se|A|l >0 e tutti gli elementi di A hanno cardinalita
minore di k, allora esiste B C A tale che |B| =60 e B é un A-sistema.

DIMOSTRAZIONE: Assumiamo, sfoltendo se necessario A, che |A| = 6, co-
sicché || J A| < 6. Dal momento che non ci interessa la natura degli elementi
di A possiamo addirittura supporre | J.A C 6, per cui ogni z € A ha un tipo
d’ordine minore di k come sottoinsieme bene ordinato di §. Poiché § > k e
0 ¢ regolare, esiste qualche p < & tale che A; = {x € A : tipo(z) = p} ha
cardinalita 6; fissiamo tale p e lavoriamo solo con A;.

L’ipotesi che |a<"| < 0 per ogni a < @, implica che meno di 8 elementi
di A; sono sottoinsiemi di «; allora [J.A4; ¢ illimitato in 6. Dati z € A e
& < p, sia z(&) lo &-esimo elemento di x; poiché 6 & regolare, vi & qualche &
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tale che {z(&) : x € Ay} ¢ illimitato in €: sia dunque & il minimo di questi
¢ (& puo anche essere 0). Ponendo

ag=sup{z(n)+1:z€ A N n<&}

si ha ap < 0 e z(n) < ap per tutti gli € Ay e tutti gli n < &. Ora, per
ricorsione transfinita su p < 6, si prenda x,, € A; tale che

z,(&o) > max{ag,sup{z,(n) :n < p A v <p}}.

Se Ay ={z, : p < 0} allora |As| =0 e xNy C o per z,y € Ay distinti;
essendo poi || < 6, esistono B C Az e r C «y tali che |B| = 0 e, per
ogni x € B, xtNag = r: pertanto B & un A-sistema, di radice r. O.

2.2 L’assioma di Martin
Cominciamo con alcune definizioni inerenti gli ordini parziali.

Definizione 2.2.1 Diciamo che (P,<) & un quasi-ordine parziale se < &
una relazione riflessiva e transitiva. Si parla di ordine parziale quando
la relazione é anche antisimmetrica. Gli elementi di P si dicono anche
condizioni e, se p < q, diremo che p & un estensione di q.

Una catena C in (P, <) é un sottoinsieme di P tale che Vp,q € C (p <
g V q < p). Due elementi p,q € P sono compatibili se Ir € P (r <
p A 1 < q); in caso contrario li diciamo incompatibili e scriviamo p L
q. Un’anticatena ¢ un insieme A C P i cui elementi sono a due a due
incompatibili; diremo che (P, <) & ccc se ogni anticatena é numerabile.

Esempio 2.2.1 P = w; e < é lordinamento usuale. In questo caso ogni
sottoinsieme non vuoto € una catena.

Se A é un’anticatena non vuota allora |A| = 1. Dunque questo (P, <) é
cce.

Esempio 2.2.2 Dato X # 0, sia P =P(X)\ {0} e interpretiamo < come
la relazione d’ordine d’inclusione C. Si ha p L ¢ se e solo se pNq = (:
dungue questo (P, <) é ccc se e solo se X & numerabile.

Definizione 2.2.2 Sia (P, <) un quasi-ordine parziale. Un sottoinsieme
D st dice denso in P se per ogni p € PP esiste ¢ € P tale che ¢ <p eq e D.
Diciamo inoltre che G C P é un filtro (in P) se:

(a) Vp,ge G IreG (r<p A r<gq);
(b)) Vpe G VYqgeP (p<qg — q€@q).
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Se D ¢ una famiglia di insiemi densi, diciamo che un filtro G é D-generico
se ha intersezione non vuota con ogni elemento di D.

Lemma 2.2.1 (Rasiowa—Sikorski). Sia (P, <) un ordine parziale, e D una
famiglia di sottoinsiemi densi inP. Se D e numerabile allora esiste un filtro
D-generico.

DIMOSTRAZIONE: Scriviamo D come {D; : i € w}, e costruiamo una suc-
cessione per ricorrenza come segue: sia gg € Dy arbitrario e, per ogni
n € w, scegliamo g, 41 € Dyy1 con gny1 < g, (cio € possibile poiché D,, 11
¢ denso). Posto G ={zr € P: In € w g, < x}, si verifica immediatamente
che G & un filtro D-generico. O

Definizione 2.2.3 L’assioma di Martin é la sequente affermazione:

(MA) Se un ordine parziale (P, <) ¢é ccc allora, per ogni famiglia D di sot-
tonsiemi densi in P con |D| < 2%, esiste un filtro D-generico in P.

In generale possiamo considerare la sequente affermazione, dipendente
dal cardinale k:

(MA(k)) Se un ordine parziale (P, <) é ccc allora, per ogni famiglia D di
sottoinsiemi densi in P con |D| < k, esiste un filtro D-generico in P.

Il lemma di Rasiowa—Sikorski mostra che MA (w) ¢ sempre vero. Dunque
MA equivale ad affermare che ¢ vero MA(k) per ogni x maggiore di w e
minore di 2¢. In particolare & ovvio che CH implica MA. D’altra parte si e
dimostrato che I’assioma di Martin & anche consistente con =CH (altrimenti
esso non avrebbe alcun interesse).

Lemma 2.2.2
(a) Se k' > Kk allora MA(K') implica MA(k);
(b) MA(2%) ¢é falso.

DIMOSTRAZIONE: Il punto (a) € evidente; per dimostrare (b) si effettua la
seguente costruzione, interessante di per sé. Sia (P, <) 'ordine parziale cosi
definito:

P={pCwx2:|p|<w A peéuna funzione}

e < e linclusione inversa; in altre parole gli elementi di P sono funzioni
parziali (finite) da w a {0,1} e, per p,q € P, si ha p < ¢ se e solo se
la funzione p estende la funzione q. E chiaro che (P, <) & cce, in quanto
|P| = w. Se G & un filtro in P allora gli elementi di G sono a due a due
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compatibili e percid | JG & una funzione, il cui dominio & contenuto in w
(ma non necessariamente finito).

Per ogni n € wsia D, = {p € P : n € dom(p)}: linsieme D, &
chiaramente denso in P; inoltre se G & un filtro che interseca ogni D,
allora il dominio di |JG & tutto w. Analogamente, per h € “2 poniamo
E, ={p € P:3In € dom(p) (p(n) # h(n))}: anche E; & denso in P e, se
un filtro G interseca Ej, la funzione | JG non pud coincidere con h. Sia
dunque D = {D,, : n € wy U{Ey : h € “2}: ¢ |D| = 2¥ quindi, se fosse
vero MA(2¥), esisterebbe un filtro D-generico in P, diciamo F; ma allora
f = F sarebbe una funzione di w in 2 diversa da ogni funzione h:w — 2,
il che & impossibile. Pertanto MA(2¢) & falso. O

Nel lemma di Rasiowa-Sikorski non si fa 'ipotesi che (P, <) sia ccc,
quindi si potrebbe pensare di rendere piu forte ’enunciato dell’assioma
di Martin eliminando tale ipotesi: tuttavia cosi si ottiene un enunciato
inconsistente, come ora dimostriamo.

Esempio 2.2.3 Esistono un ordine parziale (P, <) e una famiglia D di
sottoinsiemi densi in P, con |D| = wy, tali che nessun filtro in P sia D-
generico.

DIMOSTRAZIONE: Sia IP I'insieme delle funzioni parziali finite da w a w1, e
sia < l'inclusione inversa, come nella dimostrazione del lemma precedente.
Per ogni a < wy, 'insieme D, = {p € P: a € im(p)} ¢ denso in P. Infatti
preso un qualunque p € P, sia n ¢ dom(p); ponendo p’ = pU {{n,a)} si
hap’ < pep € D,. Orasi consideri D = {D, : @ < w1}: se un filtro
G in P fosse D-generico allora | JG sarebbe una funzione il cui dominio &
contenuto in w e la cui immagine € wy, il che € impossibile. O

Naturalmente 1’ordine parziale dell’esempio precedente non € ccc: infatti
{{{0,a)} : @« < w1} & un anticatena non numerabile.

L’assioma di Martin permette di rispondere a questioni come le seguenti:
Ql. Serk <2¥ e2F =297

Q2. Se k < 2¥, & vero che ogni famiglia p.d. massimale in P(w) ha cardi-
nalita maggiore di k7

Per decidere tali questioni, costruiamo un opportuno ordine parziale.
Data una famiglia A di sottoinsiemi di w, sia P4 linsieme delle coppie
ordinate (s, F'), dove s & un sottoinsieme finito di w e F' un sottoinsieme
finito di A; definiamo la relazione < su P4 nel seguente modo:

(s, F'y<(s,F) <= sCs AN FCF AN VzeF (zns Cs);
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in altre parole (s, F') < (s, F') significa che F’ include F e che s si ottiene
da s aggiungendo eventuali elementi di w, purché essi non si trovino elencati
in qualche x € F. Pertanto si ha:

Lemma 2.2.3 (Lemma fondamentale). Due elementi (s1, Fy) e (s, F3)
sono compatibili se e solo se

VeeF, (xNsyCs1) A VeeF, (zNs; Csg);
in tal caso (s1 U sa, F1 U Fy) & un’estensione comune. O
La precedente condizione di compatibilita si puo scrivere anche
VeeFy Ynex\sy (n¢ss)) N VeeF, Ynex\sy (n¢s).
Lemma 2.2.4 (P4, <) ¢ ccc.

DIMOSTRAZIONE: Sia {(s¢, F¢) : € < k} un’anticatena in P 4: per il lemma
fondamentale, tutti gli s¢ devono essere distinti e quindi, poiché I'insieme
dei sottoinsiemi finiti di w € numerabile, deve essere k < w. O

Dato un filtro G in P4, poniamo

do = J{s: 3F (s, F) € G)}.
Inoltre, per x € A, definiamo
D, ={(s,F)€ePy:x€F}.
Lemma 2.2.5
(a) Se G ¢ un filtro inPy e (s, F) € G alloraVx € F (xNdg C s);
(b) Per ogni x € A, D, ¢ denso inPy;
(c) Se G ¢ un filtro in P4 e GN D, # 0 allora |z Ndg| < w.
DIMOSTRAZIONE:

(a) Dato x € F, sian € x: se n € dg, esiste (s',F') € G tale che n € §'.
Ora poiché (s, F) e (s',F') sono compatibili, si deve avere n € s.
Segue, per arbitrarieta di n, che x Ndg C s.

(b) Preso comunque (s, F) € P4, l'elemento (s, F U {z}) di D, & un’e-
stensione di (s, F').

(¢) Infatti, per il punto (a), x Ndg C s, che & finito. O
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Teorema 2.2.6 (Solovay). Valga MA(k). Siano A,C C P(w), con |A] <
K, |C| < k; per ogni y € C e ogni sottoinsieme finito F di A si abbia
ly\UF|=w. Allora esiste d C w tale che

Vee A (dNzl<w) A Vyel (JdNy|l=w).
DIMOSTRAZIONE: Per y € C e n € w, 'insieme
EY ={(s,F)€Pa:sny¢n}

¢ denso in P4: infatti, dato un (s, F) € Py, poiché |y \ JF| = w, se
prendiamo m € y \ |JF con m > n allora (sU {m}, F) & un’estensione di
(s, F) in EY.

Ora, siccome vale MA(k), esiste un filtro G in P4 che interseca tutti gli
elementi della famiglia

{Dy:z€ AJU{EY:yeC A n€w};

dunque dg Nz ¢ finito per ogni x € A, mentre per y € C si ha che, per ogni
n, dg Ny ¢ n e quindi dg Ny e infinito. O

Corollario 2.2.7 Sia A C P(w) una famiglia p.d. di cardinalitd k, con
w < Kk <2¢¥ Sewale MA(k), allora A non é massimale.

DIMOSTRAZIONE: Poniamo C = {w}. Poiché A ¢ p.d. e infinita, si ha
|w\ UF| = w per ogni sottoinsieme finito F' di A. Cio si vede ricordando
che, se F = {Ai,...,Ax} e Ap11 & un elemento diverso da quelli in F,
allora Ag 1 N (w\ UF) = Agy1 \ UE_ (Agr1 N A;) e che Agyy @ infinito,
mentre ciascuno degli insiemi A1 N A; € finito. Il teorema precedente ci
da allora un d C w infinito e p.d. da ogni elemento di .A. O

Cio risolve la Questione 2.

Lemma 2.2.8 Sia B C P(w) una famiglia p.d. di cardinaltd k, con w <
Kk < 2% e sia A una sottofamiglia di B. Se vale MA(k), allora esiste d C w
tale che

Vee A (dNzl<w) A VreB\A ([dNz|=uw).
DIMOSTRAZIONE: Basta applicare il teorema precedente a C = B\ A. O
Teorema 2.2.9 (Solovay). MA(k) implica che 2% = 2%,

DIMOSTRAZIONE: Poiché 2<% = w, il Teorema 2.1.2 ci dice che esiste una
famiglia p.d. B C P(w) di cardinalita 2¥. Fissiamo dunque B C B con
|B| = k e definiamo

®:P(w) — P(B), d—{zeB:|dNz| <w}.
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Il precedente lemma ci dice che ® & suriettiva e quindi 2¢ = |P(B)| <
|P(w)] = 2¢¥. Ovviamente da k > w segue 2 > 2% e quindi 2% = 2¥. O
Dunque anche la Questione 1 & risolta.

Corollario 2.2.10 MA implica che 2% ¢é regolare.

DIMOSTRAZIONE: Se k < 2%, & 2" = 2% per il teorema precedente. Per
il Teorema di Konig si ha allora cf(2¢¥) = cf(2%) > &, per ogni K < 2v.
Dunque cf(2¥) =2¥. O

Si puo dimostrare che & consistente con ZFC che 2 sia un cardinale
singolare come N, .

2.3 Un accenno al calcolo delle partizioni

Si consideri il seguente problema da salotto. Si pensi ad un ricevimento al
quale partecipano almeno sei persone. Allora o tre di queste persone gia
si conoscevano mutuamente prima di partecipare al ricevimento o tre di
queste erano mutuamente estranee. Vediamo di ragionarci un po’ su. Si
supponga che non ci siano tre persone che gia si conoscevano in precedenza
I'una laltra. Si prenda quindi a caso uno dei partecipanti, diciamo il Sig.
Rossi. Il resto dei convenuti si divide fra quelli che gia conoscevano Rossi
(classe C) e quelli che non lo conoscevano (classe S). Se due persone di S non
si conoscono, abbiamo concluso: con Rossi fanno tre che non si conoscono
I'un ’altro. Supponiamo allora che le persone in S si conoscano I'una 'altra.
Ma allora possono essere al pitt due!

Rossi conosce tutte le persone in C. Se due di queste si conoscevano
prima del ricevimento, allora ce ne sono tre che si conoscono I'un I’altro,
contro l'ipotesi. Dunque due qualsiasi persone in C non si conoscevano in
precedenza. Ma, poiché |S| < 2, allora |C| > 3. 1l fatto & provato.

Questa ¢ una semplicissima accezione di un teorema alla Ramsey. Per
enunciare teoremi di questo tipo sara opportuno stabilire un’opportuna
notazione.

Definizione 2.3.1 (a) Diremo che {P;:i € I} é una partizione di Z se
gli insiemi P; sono a due a due disgiunti e U P, = Z; non escluder-
i€l
emo che qualche P; possa essere vuoto.
(b) Sia [X]? = {Y C X:|Y| = p}. Se [X]* ¢ ripartito negli insiemsi
{P;:1 € I} diremo che Y C X é omogeneo per la partizione se esiste
qualche i € I tale che [Y]? C P;.
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Il gioco che abbiamo raccontato sopra si puo descrivere come segue. Se
|X| > 6 e [X]? & ripartito in due classi, allora esiste un sottoinsieme Y C X
che ¢ omogeneo per la partizione e tale che |Y| > 3. Si usa la seguente
notazione “freccia” per esprimere concisamente il fatto appena detto:

6 — (3)3

Il numero che appare in posizione di apice dice quanti sono gli elementi
contenuti in ogni sottoinsieme (qui consideriamo coppie di elementi di X);
il numero che compare in posizione di pedice dice quante sono le classi della
partizione.
Pit in generale, la notazione freccia si scrive come segue
k= NE

si legge 7k freccia A p 0”7 e ha il seguente significato: Se si ripartisce [k]? (o
I'insieme dei sottoinsiemi di cardinalita p estratti da un qualsiasi insieme
A di cardinalita x) in o classi, allora esiste un sottoinsieme di cardinalita A
estratto da k (da A) che & omogeneo. Il Teorema di Ramsey per gli insiemi
finiti afferma che comunque si prendano numeri interi j,m,k < w esiste

n < w tale che
m

n— (j)x

Dimostreremo il seguente

Teorema 2.3.1 [Ramsey, 1930] Vn,m < w, w — (w),.

m

Prima di dimostrare il Teorema di Ramsey ne dedurremo alcune interessanti
conseguenze

Teorema 2.3.2 Ogni insieme parzialmente ordinato e infinito possiede o
un’anticatena infinita o un sottoinsieme infinito d’elementi a due a due
compatibili.

DIMOSTRAZIONE: Sia A un sottoinsieme numerabilmente infinito di un
insieme parzialmente ordinato, e sia [A]? = P, U P, dove {x,y} € P; se e
solo se x e y sono incompatibili; altrimenti {x,y} € P,. Sia H un insieme
infinito omogeneo, sottoinsieme di A. Se [H]? C P; allora gli elementi di H
formano un’anticatena. Se [H]? C Py, allora UH (cio¢ gli elementi di H) ¢
un insieme infinito di elementi a due a due compatibili. O

Proposizione 2.3.3 Siano &, A, p, o, T numeri cardinali. Supponiamo che
Kk — (N2, Allora

(a) SeT >k, éT— (AL

o
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(b) Set <A, ék— (1))

o

(c) SeT <o, ér— (N

T

DIMOSTRAZIONE:

(a) Data la partizione {P,: o < o} di 7], si consideri {P}:a < o} con
Py = P, N [x]?. Gli insiemi omogenei per P} lo sono per P,.

(b) Se & dato un insieme omogeneo di cardinalita A, basta ridurlo a uno
di cardinalita 7.

(c) Ogni partizione in 7 classi ¢ anche una partizione in o classi. Basta
che gli insiemi aggiunti siano vuoti. O

2

Per ogni x infinito le relazioni k — (k)3 e K — (k)2 sono ovvie. Percio
2

la pitt semplice relazione freccia non banale & k — (k)3
Proposizione 2.3.4 Se k ¢ infinito e k — (k)3, allora k — (k)2, per ogni
m > 2.

DIMOSTRAZIONE: (Per induzione su m.) Supponiamo vera k — (k)2,_; e

sia Py, Py, ..., Py una partizione di [k]?. Definiamo P{ = P, U P, e, per
i > 1, P/ = P;y1. Allora i P/ sono una partizione in m — 1 classi di [x]?
ed esiste un sottoinsieme Y omogeneo di cardinalith . Se [Y]? C P/, con
i > 1, abbiamo finito. Se invece [Y]? C P{ = P; U P», poiché, per ipotesi
k — (k)3, esiste un sottoinsieme omogeneo Z di Y, tale che |Z| = k. O
Per giungere alla dimostrazione del teorema 2.3.1 di Ramsey, comince-

remo a dimostrare il seguente
Teorema 2.3.5 [A]. w — (w)3.

DIMOSTRAZIONE: Si supponga di avere ripartito [w]? in due classi Py e P;.
Costruiramo ricorsivamente due successioni, una di numeri naturali{k;:j €
w} e una di insiemi infiniti {A;:j € w} tali che A;11 C Aj, k; € Aj e per
ogni j esista qualche i per il quale A; 1 C {m:{k;,m} € P;}. Vediamo
come cio si possa fare. Poniamo kg = 0 e Ag = w. Supposto di avere
determinato k; e A; per j < m in modo che sia soddisfatte le richieste
precedenti, si osservi che esiste qualche indice i per il quale I'insieme A =
{k:k > km,k € A, {km,k} € P;} & infinito. Poniamo allora A,,11 = A e
scegliamo k41 € Apt1-

Dati che siano i k,,, si definisca f(n) = i seesolose Vi € A, 1 {k,,m} €
P;. La funzione f & cosi definita per ogni n; im(f) = {0,1} ed ha va-
lore costante ¢ su qualche insieme infinito B. Ma se n,m € B, allora
{kn,km} € Py, cosicché {k,:n € B} & omogeneo. O

Dimostriamo ora il seguente
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Teorema 2.3.6 [B]. Se w — (w)3, allora w — (W)™, per ogni n,m € w.

DIMOSTRAZIONE: Per la precedente Proposizione 2.3.4, basta fissare m e la-
vorare per induzione su n. Sisuppongaw — (w)? esiaP = {Py, Ps,..., Py}
una partizione di [w]"*!. Per ogni k € w sia PF = {s € [w|":sU {k} € P;}
e sia P = {PF, P¥ ...,Pk}. Ogni P* & una partizione di [w \ {k}]".
Come abbiamo fatto nella dimostrazione del Teorema A costruiamo ricorsi-
vamente due successioni {k;},{A;} una crescente di numeri naturali e una
di sottoinsiemi infiniti di w tali che A;; C Aj, k; € A; e ogni insieme A;
sia omogeneo per ogni P*r, con r < j. Vediamo come ciod si possa fare.
Poniamo Ay = w e k, = 0. Supposto che siano noti A, e k. € A,, per
r < j, consideriamo le partizioni P*r, r =0,...,j e sia B} C A; omogeneo
per Pko, B{ C Bé omogeneo per P*1. e cosi via. Allora Bjj: € omogeneo
per tutti i P*r, con r < j; poniamo Ajp = B; e kjr1 € Aj41. Ripetendo
I’argomento del precedente teorema, dati che siano i k,, si definisca ora
fiw—{0,1,...,m} come segue: f(£) =i se e solo se [Agy1]™ C PF. (La
funzione & ben definita perché A,y; & omogeneo per P*¢). Esiste allora
qualche i per il quale l'insieme B = {¢: f(¢) = i} ¢ infinito; si riconosce
infine che {k¢: ¢ € B} & omogeneo per la partizione originale P. O

Poiché la validita dei Teoremi A e B implica quella del teorema di Ram-
sey 2.3.1, la dimostrazione del teorema stesso e cosi completata. O

Mostriamo ora che k — (k)2 & una proprieta di grande cardinale; in
particolare, che x € fortemente inaccessibile se non & numerabile.

Teorema 2.3.7 Se k — ()3, allora k ¢ regolare.

DIMOSTRAZIONE: Sia k,, @ < cf(x), una successione crescente di cardinali
cofinale in k. Per ogni 8 < k, sia f() = minimo « tale che 8 < Kk, €
diciamo 8 ~ 7y se f(8) = f(v). Larelazione ~ & una relazione d’equivalenza
che divide [k]? in due classi: P; contiene tutte le coppie che stanno in
relazione ~; P, quelle che non stanno in relazione ~. Poiché ogni Kk, < k,
nessun insieme Y di cardinalitd x puo essere tale che [Y]?> C P;. Dunque
un insieme omogeneo di cardinalita « contiene al pit un elemento in ogni
classe d’equivalenza di ~, cioé al pili un elemento tra ko € Kq4+1. Percio
f"k=rk. 0O

Teorema 2.3.8 L’ordine lessicografico su *2 non possiede né catene cre-
scenti di tipo \*, né decrescenti inversamente ordinate in tipo \T.

DIMOSTRAZIONE: Per assurdo sia F = {fo:a < AT}, fa € Fea < 3 —
fo <z fs, dove < & l'ordine lessicografico. Per ogni assegnato f € F
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sia d(f) il minimo v < A tale che per qualche g € F, sia f(v) < g(v) e
flv=g!l~. Perognif ¢ tautologicamente f(d(f)) =0. Sia F, = {f €
F:d(f) =~} Se f € F,, g € F ¢ un “testimone” per fse f [y=g[7ve
f(v) < g(v). Siosservi che g ¢ F,,. Notiamo ora il seguente

Fatto 2.3.1 Siano f € F,, g testimone per f. Allora h <p g per ogni
hel,.

DIMOSTRAZIONE: Si supponga di no. Allora esiste qualche h € F, tale che
h >p g equindi h >1, f. Cosa fa h(y) ? Se h(y) = 0, allora h <j, g,
contro lipotesi; se h(y) = 1, allora h ¢ F,, ancora una contraddizione.
L’affermazione & provata. O

Dal fatto precedente segue che ogni F, C {f,:a < 0} per qualche
§ < At, dove f5 & un testimone per qualche f € F,. Dunque ogni F,
ha cardinalita |F,| < X e poiché F' = U, F,, |F| = X, ma cio ¢ una
contraddizione.

Analogamente si dimostra che non esiste {f,:a < A*}, con f, € *2 e
a<ﬂ_>fa>Lf[‘3~ U

Teorema 2.3.9 Per ogni cardinale infinito X, vale 2* / (A1)3.

DIMOSTRAZIONE: Sia {fs:a < 2*} Telenco degli elementi di *2 e <,
'ordine lessicografico. Si ripartisca [*2]? in due classi: P = {{a, 8}:a <
Befa <t fa} e Po={{a,f}:a < Be fo > f3}. Un insieme omoge-
neo sarebbe una catena bene ordinata crescente oppure decrescente. Ma
queste catene, come abbiamo dimostrato nel precedente Teorema 2.3.8, non
possono esistere.

Tuttavia si pud provare
Teorema 2.3.10 [Erdés - Rado] (2M)* — (AT)3.
DIMOSTRAZIONE: Omessa. O

Vale infine

Teorema 2.3.11 Se x — (k)3, allora k ¢ fortemente limite.

DIMOSTRAZIONE: Per assurdo sia A < s tale che 2* > k. Allora k — (k)3

implicherebbe £ — (A1)2, essendo A < &, e quindi 2* — (A1)3, contro il
risultato precedentemente dimostrato nel Teorema 2.3.9. O

Tenuto conto dei risultati dei Teoremi 2.3.7 e 2.3.11 si conclude che se
k — (k)3, allora k ¢ fortemente inaccessibile.

Definizione 2.3.2 Un cardinale non numerabile k si dice debolmente com-

patto se k — (k)3.
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2.4 Insiemi stazionari e <

Il principio < vale in L ed & stato formulato da Jensen come una cristal-
lizzazione della dimostrazione che in L esistono alberi di Suslin. Prima di
esplicitarlo ci serviranno alcune ulteriori nozioni che definiremo ed illustre-
remo brevemente.

Definizione 2.4.1 (a) Un sottoinsieme A di K é chiuso se é chiuso nella
topologia dell’ordine; cioé se per ogni insieme B C A se B non é
cofinale in k si ha sup B € A.

(b) Un insieme A C K é detto club o cub (dall’inglese “closed and un-
bounded”) se é chiuso e cofinale in k.

Osserviamo che tutti i sottoinsiemi di w sono chiusi, che tutti i sottoin-
siemi illimitati di w sono club. Se k & piu che numerabile allora {a < k: «
¢ ordinale limite} & club, poiché gli ordinali limite sono cofinali in x e ogni
estremo superiore di ordinali limite ¢ un ordinale limite.

Definizione 2.4.2 Sia x un cardinale. Un sottoinsieme A C k ¢ detto
stazionario (in k) se VC che sia club in  si ha ANC # (.

Esercizio 2.4.1 Si dimostri che se cf (k) > w, allora {a < k:cf (a) = w}
¢ un insieme stazionario e che ogni insieme club & stazionario. (Dimostre-
remo pit avanti che, in questo caso, l'intersezione di due club é un club).

La divisione degli insiemi tra stazionari e non stazionari ¢ importante come
verra, messo in evidenza nel seguito (vedi il Teorema di Fodor 2.4.4 detto
anche Lemma di Compressione — “Pressing down Lemma”).

Definizione 2.4.3 Data una famiglia d’insiemi {Aq: a0 < A} con Ay C
A, A cardinale, diremo intersezione diagonale della famiglia {Ay:a < A}
l'insteme

A=AAya< )\ :={B< A Va<B(Be€A)}
={B<XxpBe ()4} - (2.1)

a<f

Lemma 2.4.1 Sia p un cardinale avente cf (p) > w. Allora Uintersezione
di due club in p € un club.

DIiMOSTRAZIONE: Siano E, D due club in p. Naturalmente £ N D ¢ chiuso
in p. Mostriamo che ¢ pure illimitato, cioe che per ogni @ < p esiste un
elemento di £ N D che lo supera. Dato «, sia ag € E, ap > « (esiste perché
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E ¢ illimitato); sia poi ay € D, a1 > g (anche D @ illimitato, dunque «y
¢’¢ ). Scegliamo dunque gli o, in E se n & pari e in D se n ¢ dispari in modo
che o, > ay_1. Allora a,, = sup oy, € elemento di D N E dal momento che
D ed E sono chiusi ed ¢ a < o, < p, essendo cf (p) > w. Dunque END ¢
un club. O

Un’immediata conseguenza del precedente lemma 2.4.1 e che se S e
stazionario e C' ¢ club, anche S N C & stazionario. Infatti se B € un club
(SNC)YNB=SN(CNB)#, poiché CN B &un club.

Definizione 2.4.4 Se cf (u) > w definiamo 4l filtro dei club su p come
seque

Club(p) ={X Cc :3C C X(C & club in p)} . (2.2)

Abbiamo ora la seguente importante generalizzazione del lemma 2.4.1. 11
seguente lemma 2.4.2 permette di riconoscere che Club(yu) ¢ effettivamente
un filtro. Ricordiamo che un filtro F si dice A-completo se A C F e |A] < A
implica NA € F.

Lemma 2.4.2 Sia cf (p) > w. Allora

a) L’intersezione di ogni famiglia di meno di cf (u) insiemi club in p é
un clubd.

b) Club(p) & cf (u)-completo.

DIMOSTRAZIONE: a) Siano Cy, o < A\, A < cf () insiemi club e sia D =
Na<ACq. Allora D & un insieme chiuso.

Per verificare che D & illimitato, dato £ < p, si dica f,(§) = min{n €
Co:m > &}, Siha fo:p — p. Sia poi g(§) = sup{fa(§):a < A}. Allora
¢ certamente & < g(§) < u, poiché A < cf (p). Definiamo induttivamente
9°(&) = € e g"TH(&) = g(g"(¢)); sia infine g“(£) = sup{g"(£):n € w}.
Allora si ha ancora § < ¢g¥(£) < p, poiché cf (u) > w. Per ogni a, C, &
illimitato in g¥(§), dunque g¥(§) € Cl,, per ogni a.. Percio g*(§) € Nu<rCla-
Abbiamo verificato che, per ogni £, g*(£) ¢ un elemento di D che supera &.
Dunque D ¢ illimitato.

b) Dobbiamo verificare che se A C Club(u) e |A] < cf (u) allora NA €
Club(p). Siano X,, a < A tali che Va esistono C, C X,, con C,, insiemi
club. Ma per la parte a) Ng<xCy & un club e quindi Ny« X, € Club(p).
O

Si noti che se cf (@) = w, 'insieme Club(u) non sarebbe un filtro. Infatti
in questo caso esisterebbero w-successioni disgiunte cofinali in p.
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Lemma 2.4.3 Sia p un cardinale regolare non numerabile e siano dati per
ogni a < p gli insiemi club Co, C . Allora la loro intersezione diagonale
ApcpyCo € un club.

DIMOSTRAZIONE: A,<,Cs ¢ chiuso. Per verificare cio mostreremo che
ogni punto d’accumulazione per C = A,.,C, ¢ un punto di C. L’essere £
d’accumulazione per C' significa che ogni suo intorno (7, &] contiene punti
di C. Consideriamo X = {v € C:n < v < &}. Poiché v € C si ha
v e Cy¥n <v. Allora X C C), e (), ¢ un insieme chiuso. Dunque £ = sup X
¢ un elemento di (), che ¢ chiuso. Percio Vn < ¢ abbiamo £ € C), se £ ¢
aderente a C'. Ma, per la definizione di C, cio significa che £ € C. Dunque
ogni punto d’accumulazione per C ¢ in C. C ¢ chiuso.

Mostriamo ora che C' ¢ illimitato. Sia a < p. Poiché Cy e club, si
prenda 01 € Cy, 81 > a. Poiché i Cjs sono illimitati (e chiusi), per ogni
n € w, si prenda un 3,41 > By e tale che 8,41 € Ny<g, Cy. Cio si puo fare,
in vista della validita del Lemma 2.4.2. Sia poi 8 = sup3,. Sian < 3.
Esiste n € w tale che n < 3, < Bpt1(< B). Ogni fB,41 sta in C,) per
1 < Bp. Per costruzione c’e qualche § € ), ,Vn < B, con B, < & < Bry1.
In definitiva 8 € C,,,Vn < B. Ma essendo C,, chiuso, 3 € C,,Vn < (3 e
percio § € C e B > «. Conviene osservare che se C = A,<,Cy, si puo
sempre supporre Cyp D C; D ... D Cy D .... Infatti C/, = ﬂn<a C, ¢ tale
da soddisfare la condizione considerata e C' = Ay, Cy = Aa<MC&. Il fatto
che i C/, sono ancora club, segue dal lemma 2.4.2 gia ricordato. O

Possiamo finalmente dimostrare ’annunciato Lemma di Compressione

Teorema 2.4.4 [Fodor]. Sia k un cardinale regolare non numerabile. Se
f:8— K, con S stazionario in k, é tale che f(a) < a Va < k,a #0 (una
funzione siffatta si dice regressiva), allora esiste un insieme stazionario
S' C S, sul quale f ¢ costante.

DIMOSTRAZIONE: Sia f regressiva su S stazionario in k regolare e non
numerabile. Se la tesi fosse falsa, per ogni a < s, f~!(a) non sarebbe
stazionario e quindi esisterebbe un club C, tale che f~!(a) N C, = 0.
Ossia f(8) # a VB € Co N S. Si consideri C = Ay, Cq. C € un club.
Percid CNS # ), anzi & stazionario. Siay € CNS. Osserviamo che v € C,,
per ogni a < 7. Ma, su C,, f ha valori diversi da o ! Dunque f(vy) # a,
per ogni a < 7y e quindi dovrebbe essere f(7y) >+, contro I'ipotesi che f sia
regressiva. O

Enunciamo infine il pincipio “diamante”

Definizione 2.4.5
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() Esiste una successione {Ay: a0 < wy} tale che A, C « e tale che per
ogni A C wy, {a: ANa = A,} é stazionario.
Si noti che il principio di Jensen <) implica I'ipotesi del continuo CH.
Lemma 2.4.5 { — CH.

DIMOSTRAZIONE: Infatti, se A C w & un insieme numerabile, poiché {a: AN
a = A,} e stazionario in wq, e quindi, in particolare, non & vuoto. Esiste
dunque a < wy per il quale ANa = A,. Ma allora I'insieme dei sottoinsiemi
di w ha cardinalitd esattamente wy: 2% = Ny: {A,: 4, C w} = P(w) C
{Ap:a <uwr}. O

N

E stato dimostrato da Jensen che CH non implica <.

2.5 Alberi

Definizione 2.5.1 Un albero é un insieme parzialmente ordinato (T, <)
tale che Vx € T, {y € T:y < x} é bene ordinato da <.

Sia (T, <) un albero
Definizione 2.5.2 .

(a) Laltezza di x € T € il numero ordinale
Mz, T) =tipo{y e Ty < z}).
(b) Per ogni ordinale o, 'a~esimo livello di T' é I’insieme
Livo (T) ={z € T: h(z,T) = a}.
(c) Laltezza di T, h(T), ¢é il minimo ordinale a tale che Liv,(T) = 0.
(d) Un sottoalbero di T' é un sottoinsieme T' C T tale che

VeeT' VyeT(y<z—yeT).

Esempi banali di alberi sono 'insieme vuoto e ogni ordinale ¢ con 'ordine
naturale. Si trova facilmente che se o € §, h(e,0) = v e h(d) = 0.
Esercizio 2.5.1 Si verifichi che h(T) = sup{h(z,T) + 1:2 € T'}.

Esercizio 2.5.2 Si verifichi che se T’ ¢é un sottoalbero di T, allora per
zeT, hz,T) = h(z,T).
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Un esempio piti utile e interessante & , per I # , <°T = U{<*I:a < J}.
Quest’albero e detto [’albero I-ario completo di altezza §. In quest’albero,
datis,t € <°I,&s < tses Ct,cioe se la successione t estende la successione
s.

Se a < § allora Liv, (<°1) = “I e h(<°I) = 4.

Se I =2 =1{0,1}, <°2 si dice l’albero binario completo di altezza §.

Definizione 2.5.3 Sia (T, <) un albero. Una catena C' C T & un insieme
totalmente ordinato da <. Un’ anticatena é un insieme A C T tale che per

ogniz,y € A, x#y— (x LyNy L)

Osservazione 2.5.1 Osserviamo che se P = (T, >) (cioé¢ T con lordine
opposto) le definizioni appena date coincidono con quelle gid presentate in
2.2.1. x ey sono compatibili in P se esiste z € P(z > x Az > y), ma
questo accade se e solo se x ey sono confrontabili (x < yVy < x), poiché
i predecessori di z in un albero T sono bene ordinati e quindi totalmente
ordinati.

Definizione 2.5.4 Per ogni cardinale infinito k, diremo che un albero T
¢ un k-albero di Suslin se |T'| = k ma ogni catena ed ogni anticatena di T
hanno cardinalita < k.

Djuro Kurepa mostro nel 1936 che esiste un wy-albero di Suslin se e solo
se ¢’¢ una retta di Suslin (si veda piltt avanti la Sezione 4.3.5). Ci interessera
in particolare il caso in cui & sia regolare.

Definizione 2.5.5 Per ogni k regolare diremo k-albero un albero T avente
altezza k ma tale che Yo < k(|Live (T)] < &).

Lemma 2.5.1 Per ogni k regolare, ogni albero k-Suslin ¢ un k-albero.

DIMOSTRAZIONE: Si vede subito che Liv, (T) = 0, perché se z € Liv,(T),
allora {y € T:y < x} sarebbe una catena di cardinalita . Allora h(T) < k.
Poiché ogni Liv,(7') & un’anticatena, |Liv,(T)| < k. Infine, poiché |T'| = &
e T = U{Livy(T): @ < K}, la regolarita di x implica che h(T) = k. O

Non esistono w-alberi che siano di Suslin. Infatti vale
Lemma 2.5.2 [Konig] Se T é un w-albero, allora T ha una catena infinita.

DIMOSTRAZIONE: Si prenda z¢ € Livo(T) tale che {y € T:y > zo} ¢
infinito. Cio & possibile dal momento che Livy(7T) & finito, T' & infinito e ogni
elemento di T segue qualche elemento di Livo(T). Usando un argomento
simile, si possono prendere induttivamente x,, € Liv,,(T') in modo che esista
Tnt1 > Tpe{y € Tiy > x,41} sia infinito. Allora {z,,:n € w} & una catena
infinita in 7. O
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Definizione 2.5.6 Per ogni cardinale regolare k diremo albero k-Aronszajn
un k-albero T tale che ogni catena in T abbia cardinalita minore di k.

Ovviamente ogni albero k-Suslin & un albero k-Aronszajn. Il precedente
Lemma di Kénig mostra che non esistono alberi w-Aronszajn. La situazione
e diversa per w;. Ricorderemo, senza dimostrazione, i seguenti risultati

Teorema 2.5.3 FEsiste in ZFC un albero wi-Aronszajn.

Per gli alberi w;-Suslin la situazione e differente. Come gia abbiamo ri-
cordato vale

Teorema 2.5.4 [Kurepa| Esiste un albero wq-Suslin se e solo se esiste una
retta di Suslin.

Allora, da quanto verra dimostrato in 4.3.19 si puo concludere che
Corollario 2.5.5 MA(w;) implica che non esistono alberi wy-Suslin.
Tuttavia si puo dimostrare

Teorema 2.5.6 > implica che esista un albero wy-Suslin.

Dunque si puo concludere che lesistenza di alberi wy-Suslin & indipendente
da ZFC.
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Capitolo 3

Complementi di topologia

3.1 Spazi compatti e localmente compatti

Definizione 3.1.1 Uno spazio topologico si dice compatto se ¢ di Haus-
dorff e ogni ricoprimento aperto ha un sottoricoprimento finito.

Esempio 3.1.1 Sia X un insieme infinito dotato della topologia cofinita.
Si vede facilmente che ogni ricoprimento aperto di X ha un sottoricopri-
mento finito, ma X non é Ts.

Osserviamo che un sottospazio di Hausdorff Y di uno spazio X & com-
patto se e solo se ogni famiglia ¢/ di aperti di X che ricopre Y (cioe tale
che JU D Y) ha una sottofamiglia finita V che ricopre Y.

Esercizio 3.1.2 Mostrare che se Y ¢é una unione finita di sottospazi com-
patti di uno spazio topologico X allora'Y é compatto.

Proposizione 3.1.1 Uno spazio di Hausdorff X é compatto se e solo se
ogni famiglia di chiusi con la proprieta dell’intersezione finita ha inter-
sezione non vuota.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni F C P(X) poniamo F* = {X \ F : F € F}.
Allora F & una famiglia di chiusi con la proprieta dell’intersezione finita
se e solo se F* ¢ una famiglia di aperti di cui nessuna sottofamiglia finita
ricopre X, e F ha intersezione vuota se e solo se F* & un ricoprimento di
X. O

Corollario 3.1.2 Ogni sottospazio chiuso di uno spazio compatto é com-
patto. O

83
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Esercizio 3.1.3 Dimostrare che nessun sottoinsieme illimitato di R ¢ com-
patto.

Teorema 3.1.3 (Heine—Borel) Ogni intervallo chiuso e limitato [a,b] C
R é compatto.

DIMOSTRAZIONE: Sia U un ricoprimento aperto di [a, b]. Posto
S={z€la,b: WU cU (U'| <w A UU D a,z])},

dobbiamo dimostrare che b € S, il che in effetti equivale a dire che b =
max.S.

Indichiamo con s I'estremo superiore di S, e sia U € U tale che s € U,
poiché evidentemente s > a, esiste & > 0 tale che |s — d,s] C U. Essendo
s = sup S esisterda un x € S maggiore di s — §; detta allora U’ una sot-
tofamiglia finita di I/ la cui unione contiene [a, x|, & chiaro che I'unione di
U U {U} contiene [a,s], e quindi s € S. Se poi fosse s # b, aperto U
conterrebbe un intervallo della forma [s,t] con ¢ > s, e si avrebbe ¢ € S:
assurdo. O

Lemma 3.1.4 Sia H un sottoinsieme compatto di uno spazio topologico X ,
e sia F' C X disgiunto da H. Supponiamo che, per ogni x € H, esistano
due aperti disgiunti U, e V, tali che x € U, e F C V.. Allora esistono due
aperti disgiunti U eV tali che HCU e F CV.

DIMOSTRAZIONE: Infatti la famglia di aperti {U, : + € H} ricopre H,
quindi esistono xg,...,T,—1 € H tali che 'aperto U = Uien U, contiene
H; chiaramente I'insieme V = [, V., & un aperto di X contenente F e
disgiunto da U O

€N
Corollario 3.1.5 Se K ¢é un sottospazio compatto di uno spazio di Haus-
dorff X allora K ¢ chiuso.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni # ¢ K, si applichi il lemma precedente con
H=KeF={z}. O

Proposizione 3.1.6 Se K’ ¢ K" sono sottospazi compatti disgiunti di uno
spazio di Hausdorff X allora esistono due aperti disgiunti U' e U" tali che
K cU eK'"cU".

DIMOSTRAZIONE: Per ogni a € A si applichi il lemma precedente con
H = B e F = {a}. Siriapplichi poi il lemma con H = Ae F = B. O

Corollario 3.1.7 Ogni spazio compatto é normale. O
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Proposizione 3.1.8 Se f ¢ una funzione continua da uno spazio compatto
X in uno spazio di Hausdorff Y, allora f[X] & compatto.

DIMOSTRAZIONE: Sia V un ricoprimento aperto di f[X]: allora
U={f'V):vVev}

¢ un ricoprimento aperto di X, e quindi ha un sottoricoprimento finito della
forma {f~1(V;) :i € n} con Vp,...,V,_1 € V. Dunque {Vg,...,V,_1} ¢ un
sottoricoprimento finito di V. O

Corollario 3.1.9 Ogni funzione continua e biiettiva da uno spazio com-
patto X su uno spazio di Hausdorff Y é un omeomorfismo.

DIiMOSTRAZIONE: Infatti, per la proposizione precedente e i Corollari 3.1.2
e 3.1.5, 'immagine di ogni chiuso di X € un chiuso di Y. O

Esercizio 3.1.4 Sia X uno spazio compatto. Mostrare che ogni funzione
continua di X in R ha massimo e minimo.
SUGGERIMENTO: Usare I'Esercizio 3.1.3.

Definizione 3.1.2 Si dice che un punto x di uno spazio topologico X é
punto di completa accumulazione per un sottoinsieme A di X se, per ogni
intorno U di x, si ha [U N A| = |A|.

Teorema 3.1.10 Uno spazio di Hausdorff X €& compatto se solo se ogni
sottoinsieme infinito di X ha almeno un punto di completa accumulazione.

DIMOSTRAZIONE: Sia X compatto. Supponiamo che ci sia un insieme in-
finito A C X per il quale non esistono punti di completa accumulazione, cioe
ogni € X abbia un intorno aperto U, tale che I'insieme A, = ANU, ha
cardinalitd minore di |A|. Per la compattezza di X, esistono zg,...,z,—1 €
X tali che X = J;c,, Uz,. Quindi A = {J,.,, Az,, ma quest’ultimo insieme
ha cardinalitd minore di |A|: assurdo.

Viceversa, supponiamo che X non sia compatto. Scegliamo un ricopri-
mento aperto V di X che non ha sottoricoprimenti finiti, in modo tale che
V abbia la minima cardinalita possibile, e indichiamo questa cardinalita
con p. Osserviamo che se U ¢ una sottofamiglia di V con [U| = & < p,
allora la cardinalitd A dell’insieme Ry, = X \ U & maggiore o uguale a
w: infatti, se per ogni € Ry scegliamo un W, € V che contiene z, allora
U =UU{W, : z € Ry} & un ricoprimento di cardinalita v < x + A che
non ha sottoricoprimenti finiti, e quindi p < v da cui segue A > pu.

Se ora rappresentiamo V come {V, : a € pu}, possiamo costruire per
induzione transfinita un insieme S = {z, : @ € u} scegliendo per ogni
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a € p l'elemento x4 nell'insieme X \ Usz_, Vs \ {25 : B < a} che & non
vuoto per quanto osservato sopra. Notiamo che |\S| = p, dunque S ¢ infinito,
ma nessun punto di X e di completa accumulazione per S, perché per ogni
x € X esiste y € ptalechex € V, esiha |V, N S| < {za:a <} <p.
O

Esercizio 3.1.5 Sia B una base di uno spazio di Hausdorff X. Verificare
che se ogni ricoprimento di X con elementi di B ha un sottoricoprimento
finito allora X é compatto.

Lemma 3.1.11 Sia U una famiglia di aperti di uno spazio topologico X .
Se nessuna sottofamiglia finita di U ricopre X, esiste una famiglia di aperti
M tale che:

(a) U C M;
(b) nessuna sottofamiglia finita di M ricopre X ;
(c) se M e M e AC M ¢ aperto allora A € M;

(d) se (e, Ai € M esiste i € n tale che A; € M.

DIMOSTRAZIONE: Si vede facilmente, applicando il lemma di Zorn, che
Iinsieme di tutte le famiglie di aperti F tali che nessuna sottofamiglia finita
di F ricopre X el C F ha un elemento massimale (rispetto all’ordinamento
per inclusione); indichiamo tale famiglia massimale con M.

E evidente che la famiglia M verifica (a) e (b). Sia poi M € M, e sia
A C M aperto; se A ¢ M allora la famiglia M U {A} contraddirebbe la
massimalita di M: cio dimostra la (c).

Resta da dimostrare che vale la (d), dove possiamo ovviamente assumere
n = 2. Sia dunque A = Ay N A; € M, e supponiamo che A; ¢ M per ogni
i € 2. Essendo M massimale, per ogni i € 2 la famiglia M U {4;} deve
avere una sottofamiglia finita V; che ricopre X (e sara V; = U; U {A;}, con
U c M). SiaoraV ={Vu NV, :Vh €Vy A Vi €V} poiché A € M per
lipotesi fatta, e ogni altro elemento di V appartiene a M in virtu della (c),
si ha che V € una sottofamiglia finita di M. Ma evidentemente JV = X,
e abbiamo una contraddizione. O

Teorema 3.1.12 (Alexander) Sia X uno spazio di Hausdorff, e sia S
una sottobase di X ; supponiamo che ogni ricoprimento di X con elementi
di § abbia un sottoricoprimento finito. Allora X ¢é compatto.

DIMOSTRAZIONE: Sia U un ricoprimento aperto di X. Supponiamo che U
non abbia nessun sottoricoprimento finito. Per il lemma precedente esiste
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una famiglia M che verifica (a), (b), (¢) e (d). In particolare, la (b) e
l'ipotesi fatta sulla sottobase S implicano che la famiglia N'= M NS non
¢ un ricoprimento di X, mentre per la (a) si ha [JM = X. Sia dunque
x € X\UN, esia M € M tale che x € M. Poiché S ¢ una sottobase,
esistono Ag,...,A,—1 € S tali che x € A = (), A C M. Segue da (c)
e (d) che, per un certo i € n, I'aperto A; (che contiene z) appartiene a M
e quindi a N. Cio & impossibile perché si era scelto z ¢ (JN. O

Teorema 3.1.13 (Tychonoff) Sia X il prodotto topologico di una fami-
glia {Xo : o € A} di spazi di Hausdorff (non vuoti). Allora X ¢é compatto
se e solo se X, € compatto per ogni o € .

DIMOSTRAZIONE: La necessita segue immediatamente dalla Prop. 3.1.8.
Supponiamo dunque che per ogni a € A lo spazio X, sia compatto, e
indichiamo con p, la proiezione di X su X,. Siano x e y punti distinti
di X; esiste 8 € A tale che pg(z) # ps(y). Se dunque A ¢ B sono aperti
disgiunti di Xg, con pg(z) € A e ps(y) € B, allora pgl(A) e pgl(B) sono
intorni aperti in X di x e y, rispettivamente. Cio mostra che X ¢ Ts.

Per ogni a € A, poniamo S, = {p,1(V) : V aperto in X,}, e sia i un
ricoprimento di X costituito da elementi di & = |J, ¢y Sa. Poiché S & una
sottobase di X, per il teorema di Alexander bastera mostrare che U ha un
sottoricoprimento finito.

Ora, per ogni « € A, siald, = UNS,,, indichiamo con F(a) I'unione di U,
e supponiamo che esista z(a) € X \ F(«); se ¢ ¢ definita da a +— po(z(a))
allora ¢ € X \Uyey F (@), il che ¢ impossibile. Dunque esiste v € A tale che
X = F(v) = UU,, e da cid segue che la famiglia V = {V C X, : p;'(V) €
U} ¢ un ricoprimento aperto di X.,, e percio ha un sottoricoprimento finito
G; & chiaro che {p;*(G) : G € G} & un sottoricoprimento finito di U, e
quindi di ¢/. O

Esercizio 3.1.6 Mostrare che un sottoiniseme di R™ & compatto se e solo
se e chiuso e limitato.
SUGGERIMENTO: Usare I’Esercizio 3.1.3.

Definizione 3.1.3 Uno spazio topologico si dice localmente compatto se é
Ty e ogni punto ha un intorno compatto.

In particolare ogni spazio compatto ¢ localmente compatto. La retta
reale ¢ un esempio di spazio localmente compatto ma non compatto; un
altro esempio ¢ uno spazio discreto di cardinalita infinita.

Esercizio 3.1.7 Dare un esempio di un sottospazio non localmente com-
patto di R.



88 CAPITOLO 3. COMPLEMENTI DI TOPOLOGIA

Teorema 3.1.14 Ogni spazio localmente compatto € regolare.

DIMOSTRAZIONE: Sia X uno spazio localmente compatto. Consideriamo
un sottoinsieme chiuso C' di X, e un punto = non appartenente a C. Sia
K un intorno compatto di z in X; indichiamo con U linterno di K (in
X). Linsieme H = C'N K, essendo chiuso in K, & compatto, quindi per la
proosizione 3.1.6 esistono V' e W, aperti in X e disgiunti, tali che z € V e
HcW. AlloraV'=VNUeW =WU(X\ K) sono aperti disgiunti di
X talichez e V'eCCcW'. O

Corollario 3.1.15 In uno spazio localmente compatto ogni punto ha una
base di intorni compatti. O

Esercizio 3.1.8 Verificare che un sottospazio chiuso di uno spazio local-
mente compatto € anch’esso localmente compatto.

Proposizione 3.1.16 Per ogni sottospazio compatto A di uno spazio lo-
calmente compatto X e ogni aperto V contenente A esiste un aperto U tale
che ACU CUCYV eU é compatto.

DIMOSTRAZIONE: In virtu del Teorema 3.1.14, ogni £ € A ha un intorno
aperto V,, la cui chiusura ¢ contenuta in V; sia poi W, un intorno aperto
di z avente chiusura compatta: posto U, = V, N W, si ottiene un intorno
aperto di z la cui chiusura ¢ compatta (essendo un sottoinsieme chiuso
del compatto W) e contenuta in V. Per la compattezza di A, esistono
X0y T1y...,Tn—1 € A tali che A C U = |J,.,, Us, ed & evidente che U e
compatto e contenuto in V. O

€N

Corollario 3.1.17 Un sottospazio aperto V di uno spazio localmente com-
patto X ¢ anch’esso localmente compatto.

DIiMOSTRAZIONE: Per ogni x € V, si applichi la proposizione precedente
con A={z}. O

Definizione 3.1.4 Chiamiamo compattificazione di uno spazio topologico
X ogni spazio compatto Y tale che X é (omeomorfo a) un sottospazio denso
diY.

Poiché vi sono spazi di Hausdorff non regolari, segue dal Teorema 3.1.14
che non tutti gli spazi Ty possiedono una compattificazione. Mostreremo
che invece uno spazio localmente compatto (non compatto) ha sempre una
compattificazione.
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Teorema 3.1.18 Sia X wuno spazio localmente compatto e non compatto,
esiaY = X U{yo}, con yo ¢ X. Detta T la famiglia degli aperti di X,
poniamo S =T U{Y\ K : K C X, K compatto}. Allora S ¢ una topologia
su'Y, e lo spazio cosi costruito € una compattificazione di X.

DIMOSTRAZIONE: E immediato verificare che S & una topologia, e che X
¢ un sottospazio aperto e denso dello spazio Y. Per provare che Y e Ty
prendiamo due punti distinti x e y; € chiaro che dobbiamo considerare solo
il caso in cui y = yy. Se dunque K & un intorno compatto di « in X, sia U
I'interno di K e poniamo V =Y \ K: allora U e V sono intorni aperti in Y’
di x e yo rispettivamente. Infine, sia I/ un ricoprimento aperto di Y'; detto
Up un elemento di U tale che yo € Uy, poiché Y \ Uy & compatto esistono
Ui,...,U, €U tali che J!_, U; DY \ Up, e quindi J;_,U; =Y. O

La compattificazione di X costruita nel teorema precedente si chiama
compattificazione di Alexandroff. Essa & caratteristica degli spazi local-
mente compatti: infatti se X & (omeomorfo a) Y \ {yo} con Y compatto,
allora X ¢ localmente compatto in virtu del corollario 3.1.17.

Esempio 3.1.9 Siano X e Y le compattificazioni di Alexandroff di due
spazi discreti infiniti, con |X| < |Y|. Se xg e yo sono gli unici punti di
accumulazione di X eY rispettivamente, lo spazio Z = X x Y \ {{zo, yo)}
e localmente compatto ma non normale.

DIMOSTRAZIONE: Siano infatti A = (X \ {zo}) x {yo} e B = {zo} x (Y'\
{yo}): ¢ evidente che si tratta di due chiusi disgiunti. Supponiamo ora
che U e V siano due aperti di Z tali che A C U e B C V. Per ogni
x € X\ {xzo}, essendo (x,y) € U, esiste un insieme finito F'(z) C Y \ {yo}
tale che {z} x (Y \ F(z)) C U. Ora, poiché la cardinalita di C' = [J{F(z) :
x € X \ {xo}} non supera quella di X, esistera un y € Y \ (CU {yo}), e
chiaramente (X \ {zo}) x {y} C U. Il punto (z¢,y) € B appartiene sia alla
chiusura di (X \ {zo}) x {y} siaa V, quindiUNV # 0. O

3.2 Spazi di Tychonoff

Nel seguito indicheremo con I Plintervallo [0,1] della retta reale (con la
topologia usuale).

Definizione 3.2.1 Uno spazio topologico X ¢é detto spazio di Tychonoff o
completamente regolare, o anche spazio T35, se ¢ T1 e, per ogni chiuso
C # 0 eogni x ¢ C, esiste una funzione continua f: X — 1 tale che

f@)=0cef[C]={1}.
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Se f & una funzione continua della spazio topologico X in I tale che
f@) =0e f(y) =1 per ogni y € C, dove x & un punto di X e C & un
chiuso che non contiene z, diciamo anche che f separa x da C.

Esercizio 3.2.1 Dare un esempio di spazio di Tychonoff non localmente
compatto.

Proposizione 3.2.1 Uno spazio di Tychonoff é regolare.

DIMOSTRAZIONE: Infatti se f: X — I separa il punto x dal chiuso C allora
U= f"(0,3)) e V= f"*(3,1]) sono aperti disgiunti contenenti {z} e C,
rispettivamente. O

D’altra parte non tutti gli spazi regolari sono di Tychonoff.

Esempio 3.2.2 Sia My l'insieme dei punti del piano aventi ordinata non
negativa, e poniamo M = MoU{zo}, dove zy é il punto di coordinate (0, —1).
Indichiamo con L lasse delle ascisse e con L;, per ogni i € w, il segmento
costituito dai punti (x,0) € L coni—1 <z <i. Per ogni z = (x,0) € L
poniamo A1(z) = {{z,y) € Mo : 0 < y < 2} e As(2) = {{x +y,y) €
My : 0 <y < 2}, e sia B(2) la famiglia di tutti gli insiemi della forma
A1(z) U Ay(z) \ B dove B ¢ un insieme finito non contenente z. Inoltre,
per z € M\ L, poniamo B(z) = {{z}}. Infine sia B(zy) = {U;(20) : i € w}
dove, per ogni i € w, é U;(z0) = {z0} U {{(x,y) € My : x > i}. L’insieme
M dotato della topologia generata dal sistema di intorni {B(z) : z € M}, é
uno spazio T3 ma non uno spazio di Tychonoff.

DiMOSTRAZIONE: 1l fatto che lo spazio M sia Ts si verifica immediata-
mente. Mostriamo dunque che M ¢ regolare. Poiché per ogni z € M
la famiglia B(z) & formata da sottoinsiemi aperti e chiusi di M, bastera
mostrare che per ogni chiuso F' di M tale che zg ¢ F esistono Vj e Vi, aperti
e disgiunti, con zg € Vp e F' C V;. Sia dunque j € w tale che U;(z0)NF = 0:
si vede facilmente che V = U,12(20) e Vi = M\ (Vo UL; U L;j41) hanno le
proprieta volute.

Sia ora f: M — I una funzione continua con f[Lg] = {1}: facciamo
vedere che anche f(zg) = 1, cosicché M non puod essere uno spazio di
Tychonoff. Poiché f e continua, e sufficiente dimostrare che per ogni i € w
linsieme K; = {z € L; : f(z) = 1} & infinito. Procediamo per induzione.
Anzitutto K ¢ infinito perché coincide con Lg. Supponiamo ora che K,
sia infinito per un certo n € w e dimostriamo che K, ;1 € anch’esso infinito.

Sia K| un sottoinsieme numerabile di K,. Per ogni z € K], e ogni
m € w, sia By (z) un insieme finito tale che A;(z) U A2(2) \ Bm(z) C
f7H(J1—=27™,1]); Pinsieme C(z) = A2(2) N U,,eo, Bm & numerabile, e
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chiaramente f[Aa(z) \ C(z)] = {1}. Ora, la proiezione A dell’insieme
U{C(#) : z € K} sulla retta L ¢ numerabile, e quindi L;, ,; = Lp41\ A
¢ un insieme infinito. Sia dunque ¢t € Lj,;: poiché f ¢ continua e A;(t)
interseca A2(z) \ C(z) per ogni z € K/, si deve avere f(t) = 1. Si conclude
che Lj,  ; C Ky, quindi K4 € infinito. O

Non e difficile dimostrare che la retta reale ¢ uno spazio di Tychonoff.
In realtd ogni spazio normale ¢ di Tychonoff, ma questo fatto & tutt’altro
che ovvio.

Teorema 3.2.2 (Lemma di Uryshon) Siano A e B chiusi non vuoti e
disgiunti di uno spazio normale X . FEsiste f: X — 1 tale che f[A] = {0} e
f1B] = {1}.

DiMOSTRAZIONE: Consideriamo l'insieme D = I N Q di tutti i razionali
compresi fra 0 e 1. Per ogni r € D costruiremo un aperto V,., in modo che
siano verificate le seguenti condizioni:

(0) AcC Vo
(1) BC X\ W;
(2) se r <7’ allora V. C V..

Procediamo per induzione. Rappresentiamo D come {g; : ¢ € w}, dove
go = 0 e gi = 1; per ogni n € w poniamo D, = {¢; : i« € n}. Sia V}
un aperto contenente A e la cui chiusura & disgiunta da B (cid & possibile
perche X & Ty), e prendiamo X \ B come V;. In tal modo la (0) e la (1) sono
verficate, mentre la (2) vale per r, 7" € Dy. Sia ora n un numero naturale
maggiore di 1, e supponiamo di aver costruito V,. in modo che la (2) valga
per r,r’ € D,: dobbiamo costruire I’aperto Vg, in modo che la (2) valga per
r,17' € Dypy1. Posto s =max{r € D, :r < ¢q,} et =min{r € D,, : r > ¢, },
bastera prendere come V, un aperto contenente Vi la cui chiusura sia
contenuta in V;.
Definiamo f: X — I al seguente modo:

S inf{re D:zeV,}, sex e,
1, sex & Vi;

¢ chiaro che f[A] = {0} e f[B] = {1}. Resta da provare che f ¢ continua,
il che equivale a dire che, per ogni ¢ € ]0,1[, I'insieme G. = f~1([0,¢]) &
aperto e l'insieme H. = f~1([0,¢]) & chiuso. Sia dunque ¢ € 0, 1[: poiché
evidentemente ¢ f(x) < ¢ se e solo se esiste r € D con r < ¢ tale che x € V.,
abbiamo G, = |J{V;-: r € D, r < ¢}; analogamente, non ¢ difficile rendersi
conto che si ha f(z) < e se e solo se x € V,. per tutti gli 7 € D con r > &,
cosicché risulta H, = ({V, :r € D, r > ¢}. O
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Corollario 3.2.3 Ogni spazio normale & completamente regolare. O

Proposizione 3.2.4 Se X ¢é uno spazio di Tychonoff e Y e un sottospazio
di X allora anche Y é di Tychonoff.

DIMOSTRAZIONE: Siano y un punto di Y e F' un chiuso di Y non contenente
y. Detto C un chiuso di X tale che Y NC = F, se f: X — I & una funzione
continua che separa y da C allora la restrizione di f a Y separa y da F'. O

Corollario 3.2.5 Ogni spazio localmente compatto & di Tychonoff.

DIMOSTRAZIONE: Infatti uno spazio localmente compatto puo essere pen-
sato come sottospazio della propria compattificazione di Alexandroff. O

L’Esempio 3.1.9 mostra dunque che esistono spazi di Tychonoff non
normali.

Proposizione 3.2.6 Sia S una sottobase dello spazio topologico X. Con-
dizione necessaria e sufficiente affinché X sia di Tychonoff é che per ogni
S eS8 eognix e S esista una funzione continua di X in I che separa x da
X\ S.

DIMOSTRAZIONE: Basta ovviamente dimostrare che la condizione & suffi-
ciente. Sia dunque C' un chiuso di X, e sia g un punto di X non apparte-
nente a C. Poiché S ¢ una sottobase, esistono Sp,...,.5,_1 € S contenenti
zg e tali che 'aperto B = [,.,, S; ¢ disgiunto da C. Se per ogni i € n
indichiamo con f; una funzione continua di X in I che separa z¢ da X \ S;,
allora la funzione f: X — I definita da z +— max{f;(x) : i € n} & continua
e separa g da X \ B, quindi da C. O

Teorema 3.2.7 Se X ¢ il prodotto di una famiglia {X, : o € A} di spazi
di Tychonoff, allora X e di Tychonoff.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni a € )\, indichiamo con p,, la proiezione di X su
Xq. Anzitutto osserviamo che X ¢ T;. Ora, poiché la famiglia

{pa (W) : W aperto in X4, a € \}

€ una sottobase di X, bastera considerare un zp € X, un @ € A e un
aperto W di X, tali che 2y € p, (W), e dimostrare che esiste una funzione
continua f: X — I che separa z¢ dal complementare in X di p; (W), ciod
da p; (X, \ W). Sia dunque g: X, — I una funzione continua che separa
p(xo) da X, \ W; & facile verificare che la funzione composta g o p, ha le
caratteristiche volute. O
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Esercizio 3.2.3 Dimostrare che se [[,c\ Xa € uno spazio di Tychonoff
non vuoto allora X, é di Tychonoff per ogni a € .

Definizione 3.2.2 Una funzione f di uno spazio topologico X in uno spa-
zio topologico Y si chiama immersione se ¢ un omeomorfismo tra X e la
sua immagine f[X]. Se esiste un immersione f: X — 'Y diremo anche che
X & immergibile in Y.

Lemma 3.2.8 Dato uno spazio topologico X, sia F = {fa : @ € A} una
famiglia di funzioni continue (dove fo ha valori in uno spazio Yy, per ogni
a € X) con le sequenti proprieta:

(a) se &’ e x" sono punti distinti di X, esiste f € F tale che f(a') #
f@&");
(b) sex € X e C C X é chiuso e non contiene x, esiste f € F tale che

f(z) ¢ fIC].

Allora la funzione ®: X — ] ey Ya, che ad ogni x € X fa corrispondere
Delemento & definito da &(a) = fo(x) per ogni o € X\, & un’immersione.

DIMOSTRAZIONE: Indichiamo con Y il prodotto [],cy Ya; detta p, la
proiezione di Y su Y,, per ogni a € A risulta p, o ® = f,, quindi se
W & aperto in Y, si ha @~ 1(p;1(W)) = f~1(W) che ¢ aperto in X: cid
prova che ® & continua. Siano poi 2’ e 2’ punti distinti di X; per la (a),
esiste a € A tale che fu(2') # fo(2”), e pertanto ®(z') # ®(z”): dunque
® ¢ anche iniettiva. Resta solo da dimostrare che 'immagine tramite @ di
ogni chiuso di X ¢ un chiuso di ®[X].

Sia C' un chiuso di X: mostriamo che si ha ®[C] = ®[X] N ®[C] (dove
la barra indica la chiusura in Y'). Supponiamo al contrario che esista y €
D[X]N®[C]\ D[C]. Sia z € X tale che y = Z; per ogni o € A, la continuita
della proiezione p,, assicura che 'elemento p, (y) = @(a) = fq(x) appartiene
alla chiusura in Y,, dell'insieme p,[®[C]] = fo[C]. D’altra parte, avendo
supposto che y ¢ ®[C], si ha x ¢ C; cosi per la (b), esiste a € X tale che
fa(x) ¢ fo|C], e abbiamo una contraddizione. O

11 prodotto [],c\ Ya, dove Y, = I per ogni a € A, sara indicato con I
e chiamato “cubo di Tychonoff”.

Teorema 3.2.9 Ogni spazio di Tychonoff e immergibile in un cubo di Ty-
chonoff.

DIiMOSTRAZIONE: Infatti se X € uno spazio di Tychonoff allora la famiglia
F di tutte le funzioni continue di X in I verifica le proprieta (a) e (b) del
lemma precedente. O
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Corollario 3.2.10 Per uno spazio topologico X le sequenti condizioni sono
equivalenti:

(a) X é completamente regolare;

(b) X possiede una compattificazione;

(¢) X ¢&immergibile in uno spazio compatto;

(d) X é immergibile in uno spazio normale.

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare che (a) implica (b). Sia dunque F la
famiglia di tutte le funzioni continue di X in I; per il teorema precedente,
esiste un’immersione ® di X nel cubo di Tychonoff 17!, E evidente che la
chiusura di ®[X] in I¥! & una compattificazione di X. O

La compattificazione di X costruita nella precedente dimostrazione si
indica con 8X e si chiama compattificazione di Cech—Stone di X.



Capitolo 4

Funzioni cardinali in
topologia

4.1 Generalita e motivazioni

Il problema fondamentale della topologia € riconoscere quando due spazi
topologici sono omeomorfi. Costruire esplicitamente un omeomorfismo tra
due spazi topologici € spesso un compito estremamente difficile, ma mostra-
re che tra due spazi topologici non esiste alcun omeorfismo puo apparire
talvolta un compito ancora piu formidabile.

Il metodo delle funzioni cardinali che introdurremo in questo capitolo
costituisce un approccio a questa problematica generale. Infatti una fun-
zione cardinale associa ad ogni spazio topologico un determinato numero
cardinale che & invariante per omeomorfismi. Se dunque f € una certa fun-
zione cardinale e f(X) # f(Y), si pud concludere che gli spazi X e Y non
sono omeomorfi.

L’introduzione di tali invarianti cardinali ebbe inizio negli anni "20 ad
opera della scuola russa di topologia (Luzin, Suslin, Alexandroff, Urysohn,
ecc.) e tuttavia si & affermata completamente solo alla fine degli anni 60,
dopo che erano state “digerite” dai matematici (o da alcuni di essi) una
teoria assiomatica degli insiemi come ZFC e il metodo dei modelli (come
la teoria del forcing) per lavorare in maniera efficace e sofisticata con gli
insiemi stessi e con i numeri cardinali e ordinali.

D’altra parte, sia negli anni precedenti il 1920 sia nel periodo 1930-
’60, il problema di riconoscere che due spazi topologici non sono omeomorfi
era gia stato affrontato in modo da ricondurlo a metodi algebrici. Piu
precisamente, si trattava di associare ad uno spazio topologico X un gruppo

95
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G(X) in modo che a spazi omeomorfi fossero associati gruppi isomorfi.
Percio dal non isomorfismo dei gruppi G(X) e G(Y) si poteva dedurre il
non omeomorfismo degli spazi topologici X e Y.

I due metodi, quello degli invarianti cardinali e quello algebrico, sono
complementari. 11 secondo é applicabile a spazi topologici, come i poliedri,
per i quali il primo non potrebbe dare alcun risultato, almeno nel modo in
cui e stato sviluppato finora. Viceversa il primo & spesso utile in situazioni,
anche “patologiche”, molto lontane da interpretazioni geometriche e alle
quali il metodo algebrico sarebbe difficilmente applicabile.

Nel seguito introdurremo gli elementi della teoria delle funzioni car-
dinali. Come abbiamo accennato sopra, una funzione cardinale ¢, per
definizione, un’applicazione f (f € una classe propria, non un insieme!)
che ad ogni spazio topologico X associa un numero cardinale in modo tale
che se X & omeomorfo a Y allora f(X) = f(Y).

Diciamo che la funzione cardinale f ¢ ereditaria (o monotona) se per
ogni spazio topologico X e ogni Y C X si ha f(Y) < f(X). In ogni caso
possiamo considerare la “versione ereditaria” di f, definita da hf(X) =
sup{f(Y) : Y C X}, ovviamente hf(X) > f(X), e le due funzioni coinci-
dono se e solo se f ¢ ereditaria.

Un semplice ma importante esempio di funzione cardinale (ereditaria) e
la cardinalita. Essa € spesso usata come pietra di paragone per le altre fun-
zioni cardinali. I risultati che troveremo saranno in generale espressi come
disuguaglianze tra funzioni cardinali. Inoltre mireremo alla valutazione di
queste funzioni cardinali su spazi particolari.

Per motivi di praticita, sommeremo w alla definizione “naturale” di ogni
funzione cardinale f, in modo tale che il minimo valore che puo assumere
f(X) sia appunto w. Per dirla alla maniera dei topologi: “non ci sono
cardinali finiti in topologia generale”.

4.2 Funzioni cardinali “locali”
In questo paragrafo considereremo alcune importanti funzioni cardinali che

si costruiscono al seguente modo: dapprima si definisce f(z, X) per ogni
spazio X e ogni punto = di X, poi si pone f(X) =sup{f(z,X):x € X}.

4.2.1 1l carattere

Il carattere di un punto = dello spazio topologico X &

X(z, X) = min{|U] : Y & una base di intorni di z in X} +w
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dove la somma, qui come in seguito, € ovviamente quella cardinale. In altre
parole, x(x,X) ¢ il minimo cardinale infinito x tale che X ha una base
locale in z di cardinalita non superiore a k. Il carattere dello spazio X &
X(X) = sup{x(z,X) : x € X}; se x(X) = w diciamo che X soddisfa il
primo assioma di numerabilita, o anche che X & “primo-numerabile”. Un
esempio di spazio primo-numerabile & la retta reale (come qualunque spazio
metrizzable).

Se x & un punto isolato di X si ha ovviamente x(z, X) = w: cid mostra
che uno spazio X di carattere fissato puo avere cardinalita arbitrariamente
grande.

Esercizio 4.2.1 Mostrare che il carattere é una funzione ereditaria.

Esempio 4.2.2 La “retta di Sorgenfrey”
Si tratta dello spazio topologico S i cui punti sono i numeri reali e i cui
aperti sono unioni di intervalli della forma [a,b]. La topologia di S & piu
fine della usuale topologia sui reali, per cui S & uno spazio di Hausdorff; in
effetti S & T3, poiché gli intervalli [a, b[ sono anche chiusi in S.

Essendo {[z,z 4+ 27"[: n € w} una base di intorni di z, si ha x(z, S) = w
per ogni x € S, quindi x(S) = w.

Esercizio 4.2.3 Sia k un cardinale infinito. Dimostrare che per il prodotto
X =[laer Xa, con X < K, siha x(X) < K se e solo se x(Xo) < Kk per ogni
a € A

Esempio 4.2.4 Sia k un cardinale infinito. Consideriamo il prodotto topo-
logico [, Xa, dove per ogni a lo spazio X, ¢ l'ordinale 2 = {0, 1} dotato
della topologia discreta. Allora X mon ha punti isolati e, per ogni x € X,
st ha x(z, X) = k.

DIMOSTRAZIONE: Sappiamo, per 'esercizio precedente, che x(X) < k.
Fissato « € X, sia U una famiglia di intorni di « avente cardinalita v < k.
Ogni U € U contiene un intorno della forma w) = Haeﬁ W(EU), con

WéU) # 2 solo per gli a appartenenti a un opportuno insieme finito F(U) C
k. Ora, poiché evidentemente |J; o, F(U) # &, possiamo considerare un
v < k tale che vy ¢ F(U) per ogni U € Y. Se indichiamo con p., la proiezione
di X su X, I'insieme V' = p>*(p,(x)) & un intorno (aperto) di z che per
ogni U € U non contiene W), e tantomeno U. Pertanto U non pud essere
una base di intorni di x. O

Lo spazio X dell’esempio precedente sara indicato col simbolo 2% (quan-
do cid non dia luogo a confusione) e chiamato “cubo di Cantor di peso

K”. (Si veda in proposito 'Esercizio 4.3.4). Nel caso k = w si parla piu
propriamente di “insieme di Cantor”.
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Esempio 4.2.5 Definiamo uno spazio topologico come seque: X = w? U
{w}; tutti i punti di w? sono isolati, e un sottoinsieme U di X con w € U
¢ intorno di w se e solo se esiste ¢ € “w tale che (h,k) € U per ogni
k> p(h).

Allora X ¢ uno spazio di Hausdorff numerabile, ma x(X) > w.

DIMOSTRAZIONE: E chiaro che X & numerabile, come pure che € uno spazio
topologico Tq (in realta X ¢ addirittura T). Mostriamo ora che x(w, X) >
w. SialU = {U; : i € w} una famiglia numerabile di intorni di w; per ogni
i € w, sia p; € “w tale che (h,k) € U; per ogni k > ¢;(h). Ora, per
ogni n € w, sia f(n) = max{y;(n) : ¢ < n} + 1; poiché f € “w, l'insieme
V ={w}U{(h,k) : k> f(h)} & un intorno di w in X, ma per ogni n € w
si ha (n, p,(n)) € U, \ V e quindi U non puo essere una base di intorni di
win X. O

E talvolta utile considerare anche il carattere di un sottoinsieme S dello
spazio topologico X, indicato con x (5, X). Se chiamiamo base di intorni
di S in X una famiglia &/ di aperti di X contenenti S tale che per ogni
aperto G D S esista U € U con U C G, possiamo definire x(S, X) come il
minimo cardinale infinito k per il quale esiste una base di intorni di .S in X
avente cardinalita non superiore a k. Osserviamo che, se U & aperto in X
e contiene S, si ha x(S,U) = x(S5, X).

Teorema 4.2.1 Se X ¢ uno spazio Ta, per ogni coppia di sottoinsiemi
compatti K1, Ko con K1 C Ka, si ha' x(K1,X) < x(K1, K2)x(Kz, X).

DIMOSTRAZIONE: Posto k = x (K1, K2) e A = x(K2, X), siano {V,, : « € k}
e {Wp : 8 € A} basi di intorni rispettivamente di K; in K e di Ko in X.
Per ogni o < k, essendo K; e Ks \ V,, compatti disgiunti, esistono G,
e H, aperti in X, disgiunti e tali che K1 C Gy e Ko \ V,, C H,, cio
Ky C V,UH,. La tesi sara provata mostrando che

{GaNW5:{a,B) € k x A}

¢ una base di intorni di K7 in X.

Sia dunque U aperto in X contenente K;. Allora U N K5 € un aperto
di K5 che contiene K; e quindi conterra anche V, per un certo o < k; ne
segue che Ky C V,UH, C (UNK>3)UH, C UUH, e, poiché quest’ultimo
insieme e aperto in X, per un opportuno 8 < A si ha Wz C U U H,, da cui,
infine,

GaNW5 CGaN(UUH,) = (GaNU)U(GaNHy) =GonNUCU. O

ID’ora in avanti scriveremo sempre x) per indicare il prodotto (cardinale) di due
numeri cardinali kK e A.
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Teorema 4.2.2 Sia X wuno spazio di Hausdorff, e sia F una famiglia
finita di sottoinsiemi chiusi di X, almeno uno dei quali compatto. Allora

X(n}—vX) S HFG}‘X(F’X>'

DiMOSTRAZIONE: In virtu del principio di induzione possiamo limitarci
al caso in cui F contenga due elementi F' e K, con K compatto; indi-
chiamo D'intersezione con H. Per il teorema precedente si ha y(H,X) <
x(H, K)x(K, X); dimostriamo dunque che x(H, K) < x(F, X).

Sia k = x(F, X), e consideriamo una base V di intorni di F' in X, con
[V| < k. PostoUd = {K NV :V eV} siha |U| <k, e resta da dimostrare
che U ¢ una base di intorni di H in K.

Preso G aperto in K contenente H, esiste W aperto in X tale che
G=KnNW;oraA=WU(X\K) & aperto in X e contiene F, quindi
esistera V € V contenuto in A. Pertanto

U=KnNnVCKNWUX\K))=(KNW)UKN(X\K))=KnW =G.

d

4.2.2 Lo pseudocarattere

Se X & uno spazio T, si definisce pseudocarattere di un punto x di X il
minimo cardinale infinito & tale che {z} sia l'intersezione di una famiglia
di intorni di x avente cardinalita non superiore a k; esso verra indicato con
Y(z,X). Lo pseudocarattere dello spazio X € ¥(X) = sup{¢(z,X) : x €
X}. In uno spazio Ty, una base U di intorni di un punto z ha sempre la
proprieta che U = {z}: pertanto si ha ¢ (z, X) < x(x, X) per ogni z € X,
e quindi ¥(X) < x(X); inoltre il fatto che {z} = ({X\{y} : y # x}, mostra
che ¥(X) < |X|. Notiamo anche che per la retta reale si ha ovviamente
P(R) =w < |R| = 2%,
Se X ¢ lo spazio dell’Esempio 4.2.5, si ha ¢(X) < x(X).

Esercizio 4.2.6 Mostrare che lo pseudocarattere é una funzione ereditaria.

Lemma 4.2.3 In uno spazio di Hausdorff X, sia K una famiglia di sot-
tospazi compatti chiusa per intersezioni finite. Se U e un aperto di X tale
che K C U, allora esiste un K € K tale che K C U.

DIMOSTRAZIONE: Fissiamo Ky € K, esiaY = K\ U. La famiglia {Y \ K :
K € K} ¢ un ricoprimento aperto dello spazio compatto Y: infatti | J{Y\ K :
KeK}=Y\NK DY \U =Y. Esistono dunque Hy, Hy,...,Hp—1 € K
taliche Y =J,.,, Y\ H; = Y \,,, Hi. Poiché K & chiusa per intersezioni

i€En €N
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finite, il compatto H = (,.,, H; appartiene a K; ora, come abbiamo visto,
Y\H=Y,cioeY C X\H,equindi HC X\Y = (X \ Ky)UU. Pertanto
KyN H & un elemento di K contenuto in U. O

Teorema 4.2.4 Se X ¢ localmente compatto (in particolare compatto), si
ha (x, X) = x(x, X) per ogni © € X.

DIMOSTRAZIONE: Sia z un punto di X, e sia G una famiglia di intorni di
x tale che G = {z} e |G| < &, dove kK = ¥(x, X): mostriamo che c¢’¢ una
base di intorni di « avente cardinalita non superiore a k.

Per ogni G € G, sia K¢ un intorno compatto di = contenuto in G;
se indichiamo con V la famiglia delle intersezioni finite degli elementi di
{Kqg : G € G}, allora chiaramente [V| < k e ogni V € V ¢ un intorno
compatto di x.

Sia ora U un qualunque intorno aperto di . Poiché (| V = {z} C U, per
il lemma precedente esiste V € V tale che V C U. Essendo U arbitrario, si
conclude che V ¢ una base locale in z. O

Introduciamo ora una funzione ausiliaria h che chiameremo il “tipo pun-
tuale” dello spazio. Se X & uno spazio topologico, h(X) & per definizione il
minimo cardinale (infinito) x tale che per ogni z € X esiste un sottospazio
compatto K contentente x, con (K, X) < k. Ovviamente h(X) < x(X),
e h(X) = w se X & compatto. Se X ¢ lo spazio dell’Esempio 4.2.5, si ha
h(X) > w (cio si pud facilmente verificare applicando il successivo Teo-
rema 4.2.6) e quindi una compattificazione di X mostra che h non & eredi-
taria.

Lemma 4.2.5 Se X ¢ uno spazio Ta, per ogni aperto A C X si ha h(A) <
h(X).

DIMOSTRAZIONE: Sia p un punto di A, e K C X un compatto tale che
X(K,X) < h(X). Per il Lemma di Urysohn, esiste f: K — [0, 1] continua
e tale che f(p) =0 e f[K \ A] = {1}. Poniamo Q = f~1({0}) e, per ogni
n € w, sia V,, = f71([0,27"[); & chiaro che @ & un sottoinsieme chiuso di
K, quindi & compatto, e che V,, & un aperto di K contenente ) per ogni
n € w. Mostriamo ora che {V,, : n € w} & una base di intorni di @ in K.

Sia W un aperto di K contenente @: allora FF = K \ W & chiuso in
K, quindi compatto, e disgiunto da (). Per la compattezza di F esiste
¢ = min f[F], e deve essere € > 0 perché FFNQ = (). Se oran > —log, e, si
ha 27" < ¢, e quindi V,, e disgiunto da F, cioe contenuto in W.

Tenendo conto del Teorema 4.2.1, si ha dunque

X(@, A) = x(Q, X) < x(Q, K)x(K, X) < w-h(X) = h(X)
e, per larbitrarieta di p, si conclude che h(A4) < A(X). O
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Teorema 4.2.6 Se X é uno spazio Ty allora x(X) = p(X)h(X).

DiMoSTRAZIONE: Fissato z € X, sia K compatto contenente = e tale che
X(K,X) < h(X). Applicando i Teoremi 4.2.1 e 4.2.4, si ha

X(va) < X(.T,K)X(K,X) = @/J(.’E,K)X(K,X) < ’l/)(:[’,X)h(X)

Pertanto x(X) < ¥(X)h(X); la disuguaglianza opposta ¢ ovvia. O

4.2.3 La strettezza (tightness)

La strettezza in un punto x dello spazio topologico X & il minimo cardinale
infinito  tale che, per ogni A C X, se z € A allora esiste B C A con
|B| < k e 2 € B; essa si indica con t(x, X). La strettezza dello spazio X
& t(X) = sup{t(z,X) : 2 € X}. E evidente che si tratta di una funzione
cardinale ereditaria.

In generale si ha ¢(X) < |X|, ma t(R) = w < |R|; inoltre & sempre
t(X) < x(X), e pud essere t(X) < x(X) come mostra "'Esempio 4.2.5.

Teorema 4.2.7 Sia X uno spazio topologico di strettezza k, e sia {Fy : a €
A} una successione crescente di chiusi, e sia cf(\) > K (ad es. A = kT).
Allora F' =,y Fo € chiuso.

DIMOSTRAZIONE: Sia p € F; poiché t(X) = k, esiste H C F, con |H| < &,
tale che p € H. Per ogni x € H, sia a, < A tale che x € F, . L’insieme
A ={a, :x € H} ¢ limitato in A perché |A| < k < cf(\); ponendo dunque
v=supA,sihaye€ e H CF,, in quanto la successione ¢ crescente. Ora
F, ¢ chiuso, per cui abbiamo p € F, C F. Segue la tesi, per I'arbitrarieta
dip. O

Sia A un sottoinsieme di uno spazio topologico X, e x un cardinale
infinito; definiamo

Al = {B:Bc A, |B|<k}. (4.1)
Esercizio 4.2.7 Mostrare che per ogni spazio topologico X si ha
t(X) = min{x : VA C X ([A], = A)}. (4.2)

Teorema 4.2.8 Per ogni spazio topologico X, la strettezza t(X) ¢ il mi-
nimo cardinale k tale che per ogni sottoinsieme non chiuso A di X si ha

(Al # A.
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DIMOSTRAZIONE: Sia g = min{x : VA C X (A # A = [A]. # A)}; il
fatto che p < #(X) segue immediatamente dalla (4.2). Resta da provare
che t(X) < u e, a tale scopo, sempre tenendo conto della (4.2), bastera far
vedere che per ogni A C X si ha [A], = A.

Supponiamo, al contrario, che esista A tale che [A], # A; cio significa,
essendo A C [A], C A, che [A], non & chiuso e quindi, per la definizione di
p, abbiamo [[A],], # [A],, ciot esiste D C [A], con [D| < pe D ¢ [A],.
Rappresentiamo D come {z, : @ € u}, e per ogni a € p sia B, C A tale
che |By| < e zo € By. Posto B = UQEHBQ, poiché B C A e |B| < p,
deve essere B C [A] 1, Ma questo ¢ impossibile in quanto DcB. O

Analogamente a quanto fatto per il carattere, possiamo considerare an-
che la strettezza di un sottoinsieme S dello spazio topologico X, indicata
con (S, X) e definita come il minimo cardinale infinito  tale che, per ogni
AC X,se SNA # () allora esiste BC Acon |B|<keSNB#0 (in
altre parole S N [A], # 0). E ovvio che (S, X) < x(S, X) per ogni spazio
topologico X e ogni S C X.

Teorema 4.2.9 Se X ¢ uno spazio Ts, per ogni coppia di sottoinsiemi
compatti K1, Ky con K1 C Ka, si ha t(K1,X) < t(K1, K2)t(Ka, X).

DIMOSTRAZIONE: Sia k = t(K1, K2)t(K2, X). Supponiamo che t(K;, X) >
Kk, cioe che esista A C X tale che K; N[A]l, = 0 ma K1 NA # (), e
fissiamo p € K1 N A. Essendo K; N (K N[A],) =0 e t(K;, K2) <k, si ha
KN (KynA) =0 e, in particolare, K; N Ko N [A], = 0.

Ora, poiché K4 ¢ compatto, esiste un aperto U contenente K e tale che
KyN[A]l. NU = 0. D’altra parte, essendo p € Ko NU N A e t(Ka, X) < k&,
deve esistere B C U N A, con |B| < &, tale che Ko N B # 0: questo &
impossibile perché B C [A], NU. O

4.3 Funzioni cardinali “globali”

4.3.1 1l peso e il peso di rete

11 peso di uno spazio topologico & cosi definito:
w(X) = min{|B| : B & una base per X} + w.

E immediato verificare che il peso & una funzione ereditaria. Se w(X) = w
diciamo che X soddisfa il secondo assioma di numerabilita, o anche che X
e “secondo-numerabile”.

La retta reale ¢ un esempio di spazio topologico la cui cardinalita ¢ mag-
giore del peso. Poiché ovviamente x(X) < w(X), 'Esempio 4.2.5 mostra
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che ci sono anche spazi in cui il peso ¢ maggiore della cardinalita. In ogni
caso ¢ chiaro che w(X) non pud superare 2/X1.

Esercizio 4.3.1 Sia k un cardinale infinito, e S una famiglia di sottoin-
siemi di un insieme X, con |S| < k. Verificare che la topologia generata da
S su X ha peso non superiore a K.

Chiaramente w(X) < |X|x(X) per ogni spazio topologico X.

Esercizio 4.3.2 Sia S la retta di Sorgenfrey (Esempio 4.2.2). Dimostrare
che w(S) = |S|x(S) = 2v.

SUGGERIMENTO: Se B & una base di S allora, per ogni x € S, esiste B € B
tale che min B = z.

Teorema 4.3.1 Se X ¢ Ty allora | X| < 2@(X),

DIMOSTRAZIONE: Sia B una base di X tale che |B] < w(X). Per ogni
x € X, poniamo B(z) = {U € B: z € U}. Poiché X & Ty, se x # y allora
B(z) # B(y). Ma vi sono al pitt 2(X) sottofamiglie distinte di B, dunque
|X] < 2w, O

Esercizio 4.3.3 Sia k un cardinale infinito. Dimostrare che per il prodotto
X = [laer Xas con XA < &, si ha w(X) < Kk se e solo se w(X,) < K per
ogni o € A.

Esercizio 4.3.4 Sia k un cardinale infinito. Usando il risultato precedente
e ’Esempio 4.2.4, verificare che il cubo di Cantor 2" ha effettivamente peso
K.

Chiamiamo rete di uno spazio topologico X una famiglia A di sottoin-
siemi (non necessariamente aperti) di X tali che ogni aperto si puo scrivere
come unione di una sottofamiglia di N; equivalentemente: per ogni x € X
e ogni intorno U di X esiste un N € A tale che x € N C U. Il minimo
cardinale infinito x tale che X ha una rete di cardinalita non superiore a
k verrd chiamato peso di rete di X, e indicato con nw(X). Notiamo che si
tratta di una funzione ereditaria.

Poiché {{z} : © € X} & una rete di X, si ha nw(X) < |X|; la retta
reale mostra che non vale I'uguaglianza. Inoltre ogni base di X & una rete,
e pertanto nw(X) < w(X); anche quest’ultima disuguaglianza puo essere
stretta, come mostra 'Esempio 4.2.5.

Lemma 4.3.2 Per ogni spazio di Hausdorff X esiste un’applicazione con-
tinua e biiettiva di X su uno spazio di HausdorffY tale che w(Y') < nw(X).
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DIMOSTRAZIONE: Sia S la famiglia degli aperti di X, e sia N una rete
di X con |N]| < &, dove k = nw(X). Si considerino le coppie (N7, No) di
elementi di A per le quali esistano aperti disgiunti Uy, Us € S, con U; D N
e Uy D Ny, e per ogni coppia (N7, Na) si scelga una coppia di aperti (Uy, Ua);
indichiamo con U la famiglia degli aperti cosi determinati: la famiglia B
delle intersezioni finite di elementi di ¢/ € base di una topologia 7, meno
fine di §. Ora, indicando con Y lo spazio che ha lo stesso insieme sostegno
di X ma dotato della topologia 7, si ha che I'identita ¢ un’applicazione
continua e biiettiva di X suY, e w(Y) < k.

Resta da dimostrare che Y ¢ Ts. Siano dunque x1 e x2 due punti distinti:
esistono G e G, aperti in X e disgiunti, tali che 1 € G7 e 2 € G3. Poiché
N & una rete di X, esistono Ny, No € N tali che x1 € Ny C Gi e 2o €
Ny C G3: dunque esistono Uy, Us; € U disgiunti con Uy D Ny e Uy D Nos.
Chiaramente Uy e U sono intorni in Y di z; e x, rispettivamente. O

Teorema 4.3.3 Se X é uno spazio compatto allora nw(X) = w(X).

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare che w(X) < nw(X): cio segue imme-
diatamente dal lemma precedente, tenendo conto del fatto che un’appli-
cazione continua e biiettiva di uno spazio compatto X su uno spazio di
Hausdorff Y & un omeomorfismo. O

Teorema 4.3.4 Se X ¢ localmente compatto allora nw(X) = w(X).

DIMOSTRAZIONE: Sia N una rete di X con |N| < &, dove k = nw(X). La
famiglia M degli elementi di N aventi chiusura compatta & un ricoprimento
di X, in quanto X & localmente compatto. Per ogni M € M, sia Uy; un
aperto tale che M C Uy e Uy & compatto; poiché nw(Uys) < nw(X) = &,
segue dal Teorema 4.3.3 che w(Upys) < k, cioe che esiste una base Bjs di
cardinalita non superiore a x per il sottospazio Uys di X. Si vede facilmente
che B = Uprer B € una base di X, con |[B| < k, e si conclude che
w(X) <k. O

4.3.2 Numero di Lindelof, estensione e diffusione

Il numero di Lindelof di uno spazio topologico X ¢ il minimo cardinale
infinito k tale che ogni ricoprimento aperto di X ha un sottoricoprimento
di cardinalita non superiore a x; esso si indica con L(X). Se L(X) = w,
diciamo che X & uno spazio di Lindelof.

Per ogni X si ha L(X) < |X]| e, ancora una una volta, la retta reale
mostra che non vale I'uguaglianza. Inoltre & ovvio che L(X) < w(X); in
particolare ogni spazio secondo-numerabile ¢ di Lindel6f. Poiché ogni spazio
compatto & di Lindeldf, la compattificazione di Alexandroff di uno spazio
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discreto di cardinalith non numerabile mostra che si pud avere L(X) <
w(X). Quest’ultimo esempio mostra inoltre che L non & ereditaria; d’altra
parte L(Y) < L(X) per ogni Y chiuso in X, come facilmente si verifica.

Teorema 4.3.5 Ogni spazio regolare di Lindeldf é normale.

DIMOSTRAZIONE: Sia X uno spazio regolare di Lindelof, e siano A, B
sottonsiemi chiusi disgiunti di X. Per ogni a € A siano W,, Z, aperti
disgiunti tali che a € W, e B C Z,. Poiché {W, : a € A} & un ricoprimento
aperto di A, esso avra un sottoricoprimento della forma {U; : i € w}, cioe A
& contenuto nell’'unione di una famiglia numerabile di aperti le cui chiusure
non intersecano B. Analogamente, scambiando i ruoli di A e B, possiamo
costruire una famiglia {V; : i € w} di aperti tali che

Vicw ANV, =0 Bc|JV (4.3)

1EW

Per ogni ¢ € w, poniamo

G=Uu\JVv, H=v\UT;: (4.4)

J<i J<i

gli insiemi G; e H; sono aperti; inoltre dalla (4.3) segue che l'aperto H =
Uico, Hi contiene B, e analogamente si vede che I'aperto G = |J;., Gi
contiene A. Ora, poiché la (4.4) implica che G;NV; = () per j < i, abbiamo
GiNH; = ( per j < 4; similmente H;NU; = per i < j, e quindi G;NH; =0
per i < j: dunque G; N H; = () per ogni scelta di ¢ e j, cosicché GNH = ().
O

Definiamo il numero di Lindeléf ereditario come
hL(X) =sup{L(Y):Y C X}.

Se hL(X) = w diremo che lo spazio X ¢ ereditariamente di Lindeldf.
Poiché il peso & una funzione ereditaria si ha subito hL(X) < w(X). In
realta vale il seguente piu forte risultato.

Teorema 4.3.6 Per ogni spazio topologico X si ha hL(X) < nw(X).

DIMOSTRAZIONE: Essendo il peso di rete una funzione ereditaria, e suffi-
ciente dimostrare che L(X) < nw(X). Sia dunque N una rete di X con
IN| < &, dove Kk = nw(X). Se V & un ricoprimento aperto di X, sia
M={NeN:IV eV (N CV)}e, per ogni N € Ny, scegliamo Vy € V
tale che N C Vy: poiché JMNy = X, anche Y = {Vy : N € N} ¢ un
ricoprimento di X, e chiaramente |U/| < k. O
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Osserviamo che in realtd hL(X) = sup{L(Y) : Y C X, Y aperto}. In
effetti hL(X) ¢ il minimo cardinale infinito x tale che ogni famiglia F di
sottoinsiemi aperti (chiusi) di X contiene una sottofamiglia G, con |G| < &,

tale che | JG = |JF (risp. NG =N F).

Esercizio 4.3.5 Dimostrare che hL(X) ¢é il minimo cardinale infinito x
tale che ogni successione crescente di aperti {U,, : « € KT} ¢ definitivamente
costante, cioé esiste un v € kT tale che U, = Uy per ogni o > 7.

Teorema 4.3.7 Per ogni spazio di Hausdorff X si ha ¥(X) < hL(X).

DIMOSTRAZIONE: Sia £ = hL(X). Fissato z € X, indichiamo con F la
famiglia degli intorni chiusi di z; poiché X & Ty, si ha [\ F = {z}. Ora, per
quanto sopra osservato, esiste G C F tale che |G| < ke (G = F = {z}.
Dunque ¥(z, X) < k, e la tesi segue per 'arbitrarieta di . O

Sappiamo che per ogni X si ha x(X)hL(X) < w(X). Mostriamo ora
che in generale non si ha 'uguaglianza.

Esempio 4.3.6 La retta di Sorgenfrey S é uno spazio ereditariamente di
Lindelof.

DIMOSTRAZIONE: Sia T un sottospazio di S, e sia U un ricoprimento aperto
diT. Perogni U € U, sia Iy 'interno di U rispetto all’'usuale topologia della
retta reale. Dimostriamo anzitutto che M =T\ |, Iv € numerabile.

Infatti, per ogni * € M, esistono U, € U e €, > 0 tali che B, =
[x,z + e,] C Uy; indichiamo ora con ¢(z) un numero razionale apparte-
nente a B,. L’applicazione ¢: M — Q ¢ iniettiva poiché x # y implica
B, N B, = 0.

Ora la retta reale, essendo secondo-numerabile, & ereditariamente di Lin-
deldf, quindi esiste una sottofamiglia numerabile V di U tale che | J;, o, [y =
Uvey Iv- Dunque la sottofamiglia V U {U, : x € M} di U ¢ numerabile e
ricopre T'. O

L’estensione (extent) di uno spazio topologico X, indicata con e(X), ¢ il
minimo cardinale infinito x tale che, per ogni sottospazio chiuso e discreto
C di X, si ha |C| < k. Si verifica immediatamente che e(X) < L(X) per
ogni X. Inoltre la compattificazione di Alexandroff di uno spazio discreto
di cardinalita non numerabile mostra che ’estensione non & ereditaria.

Esercizio 4.3.7 Sia S la retta di Sorgenfrey (Esempio 4.2.2). Mostrare
che (S x §) =2¥ > e(S) = w.
SUGGERIMENTO: Si consideri l'insieme C' = {(z, —z) : © € S}.
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La diffusione (spread) di uno spazio topologico X, indicata con s(X), &
il minimo cardinale infinito k tale che, per ogni sottospazio discreto D di
X, siha |D| < k. E ovvio che e(X) < s(X) per ogni X.

Esercizio 4.3.8 Mostrare che s non ¢ altro che la versione ereditaria di e,
cioé che, per ogni spazio topologico X, si ha s(X) =sup{e(Y):Y C X}.

4.3.3 La densita

Sia X uno spazio topologico. La densita di X, indicata con d(X), & il
minimo cardinale infinito s tale che X ha un sottoinsieme denso D con
|D| < k. Se d(X) = w diremo che X & separabile.

Per ogni spazio X si ha d(X) < nw(X), e la disuguaglianza puo essere
stretta (si veda piu avanti il Teorema 4.3.12 e 'Esempio 4.3.12).

Esercizio 4.3.9 Mostrare che se X ¢ T3 allora | X | < 24X (X)),
SUGGERIMENTO: Sia A denso in X; per ogni B C A, sia Ug l'interno della
chiusura di B: poiché X & Tj, la famiglia {Ug : B C A} & una base, e
quindi w(X) < 24X, Inoltre si ha | X| < nw(X)¥X) per ogni spazio T;.

Teorema 4.3.8 (Pospisil). Se X ¢é uno spazio To allora | X| < 22"

DIMOSTRAZIONE: Sia d(X) = k&, e fissiamo un sottoinsieme denso D di X,
con |D| < k. Se x e y sono punti distinti di X, esiste un intorno aperto U di
2 la cui chiusura non contiene y; quindi A = U N D & un sottoinsieme di D
tale che z € A e y ¢ A. Ne segue che la funzione p: X — P(P(D)) definita
da x+ {A C D:x € A} ¢ iniettiva, e pertanto | X| < |P(P(D))| < 2%". O

Teorema 4.3.9 (Jones). Se X & uno spazio normale, per ogni sottoinsieme
chiuso e discreto C' di X si ha 2/€1 < 24(X)

DIMOSTRAZIONE: Sia D un sottoinsieme denso di X, con |D| < d(X). Per
ogni sottoinsieme S di C, poiché X & normale, esiste un aperto Ug tale
che S C Us e UsNC\ S = (. Poniamo Vs = D N Ug, e osserviamo che
Vs = Us. Dunque la funzione ¢:P(C) — P(D) definita da S — Vg &
iniettiva, cosicché 2I€1 < 2IPl < 2d(X)

Corollario 4.3.10 Se vale GCH, allora e(X) < d(X) per ogni spazio Ty.
DIMOSTRAZIONE: Infatti 2% < 2* se e solo se k < \. O

Esercizio 4.3.10 Mostrare che un prodotto di spazi T4 puo non essere T4.
SUGGERIMENTO: Si applichi il Teorema 4.3.9 per dimostrare S x .S non &
normale, dove S ¢ la retta di Sorgenfrey.
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Teorema 4.3.11 (Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Sia £ un cardinale in-
finito, e sia X =[] Xo- Se XA <25 ed(X) < k per ogni a € X allora
anche d(X) < k.

aEA

DIMOSTRAZIONE: Possiamo ovviamente supporre che X, # () per ogni
a € A\, e che A = 2",

Per ogni a € 2%, fissiamo Z,, denso in X,,, con |Z,| < k; sia Y, lo spazio
discreto di cardinalita s e consideriamo un’applicazione suriettiva fo:Y, —
Zo. Allora f = J],cor fa € un funzione continua di ¥ = J] cox Yo sul
sottospazio denso Z = [] Zs di X. Ora se D e denso in Y, per la
continuita di f si ha

ag2k

Z = fly]=f[D] c f[D;

ne segue che E = f[D] ¢ denso in Z, e quindi in X. Poiché |E| < D, bastera
costruire D in modo che la sua cardinalita non superi k.

Nel seguito consideriamo k come spazio topologico dotato della topolo-
gia discreta (cosicché Y, = & per ogni a € 2") e 2% come cubo di Cantor
(vedere Esempio 4.2.4). Sappiamo (Esercizio 4.3.4) che w(2") = &, quindi
possiamo considerare una base B di 2 con |B| = k; indichiamo con U
Iinsieme di tutte le sottofamiglie finite di B i cui elementi siano a due a
due disgiunti: chiaramente |/| = k. Ora, gli elementi di ¥ sono tutte le
funzioni di 2% in k. Sia dunque D il sottoinsieme di Y costituito da tutte
le ¢:2" — Kk con la proprieta che esiste {Uy, Uy, ...,U,—1} € U tale che ¢
¢ costante sia sull’insieme 2 \ | J;,, U; sia sugli insiemi U;, per ogni i € n:
¢ evidente che |D| = k.

Resta da dimostrare che D e denso in Y e cioe che per ogni aperto non
vuoto V C Y si ha DNV (). L’aperto V contiene un aperto della forma
Nicn p;il(%), dove g, ..., Yn_1 € K, QQ, ..., Q,_1 sono punti distinti di 2%
e, per ogni ¢ € n, si ¢ indicata con p,, la proiezione di Y su Y,,. Essendo 2"
uno spazio Ta, esiste una famiglia {Uy, Uy, ...,U,—1} € U tale che o; € U;
per ogni i € n. La funzione ¢: 2" — k definita da

(@) v sea € U; perun i € n,
o) =
® Y sea €2\ Uy, U,

appartiene sia a D che a V, quindi DNV # (. O

Sia S la retta di Sorgenfrey: il prodotto Sx S & separabile ma contiene un
sottoinsieme C (chiuso e) discreto la cui cardinalita ¢ 2¢ (Esercizio 4.3.7):
cio mostra che la densita non € una funzione ereditaria. D’altra parte e
facile vedere che d(Y') < d(X) per ogni Y aperto in X.

Definiamo dunque la densita ereditaria come hd(X) = sup{d(Y):Y C
X}. Chiaramente s(X) < hd(X), e cosl pure t(X) < hd(X). Se hd(X) = w,
diremo che X ¢ ereditariamente separabile.
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Esercizio 4.3.11 Dimostrare che per ogni spazio topologico X si ha
hd(X) =t(X) -sup{d(Y) : Y C X, Y chiuso}.
Teorema 4.3.12 Per ogni spazio topologico X si ha hd(X) < nw(X).

DiMOSTRAZIONE: Essendo il peso di rete una funzione ereditaria, & suffi-
ciente dimostrare che d(X) < nw(X). Sia dunque N una rete di X con
IN| < K, dove k = nw(X). Se scegliamo un zy € N per ogni N € N,
l'insieme D = {xy : N € N'} & chiaramente denso, e |D| < k. O

Esempio 4.3.12 Sia S la retta di Sorgenfrey. Siha hd(S) = w < nw(S) =
2%,

DIMOSTRAZIONE: Il fatto che nw(S) = 2¥ si verifica facilmente, ragionando
come nell’Esercizio 4.3.2. Mostriamo ora che S ¢ ereditariamente separabile.

Sia T" un sottospazio di S. Poiché R ¢ ereditariamente separabile, esiste
un E C T numerabile e denso in T rispetto alla usuale topologia dei reali.
Sia ora M = T\ E: per ogni € M esiste £, > 0 tale che B, = [z,7 +,[ &
disgiunto da E. Se indichiamo con ¢(x) un numero razionale appartenente
a By, I'applicazione ¢: M — Q & iniettiva poiché z # y implica B,NB, = 0;
dunque |M| < w. Si conclude che D = EUM ¢ un sottoinsieme numerabile
denso in 7. O

Esercizio 4.3.13 Dimostrare che hd(X) é il minimo cardinale infinito k
tale che ogni successione crescente di chiusi {Fy, : « € K1} & definitivamente
costante, cioé esiste un v € k* tale che F, = F, per ogni o > 7.

4.3.4 La cellularita

La cellularita (o numero di Suslin) di uno spazio topologico X & il minimo
cardinale infinito k tale che per ogni famiglia ¢/ di aperti non vuoti di X a
due a due disgiunti si ha || < k; essa si indica con ¢(X).

E chiaro che si ha ¢(X) < d(X), come pure ¢(X) < s(X). D’altra parte
se X = 5 xS, dove S & la retta di Sorgenfrey, e Y = {{z,—z) : z €
S} C X si ha (vedere Esercizio 4.3.7) ¢(Y) = 2% > ¢(X) = w: pertanto la
cellularita non ¢ ereditaria. Quest’ultimo esempio mostra anche che si puo
avere ¢(X) < s(X); vedremo piu avanti (Esempio 4.3.16) che ci sono anche
spazi X per i quali ¢(X) < d(X).

Esercizio 4.3.14 Verificare che per ogni spazio topologico X si ha he(X) =
s(X).
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X wW(X)

d(X)

&X) c(X)

Figura 4.1: Relazioni fra le varie funzioni cardinali
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Nella Figura 4.1 sono riportate schematicamente le disuguaglianze tra
le funzioni cardinali che abbiamo definito.

Esercizio 4.3.15 Dimostrare che ¢(X) ¢é il minimo cardinale infinito k
tale che per ogni successione decrescente di aperti {V, : a € kT} esiste
v € kT tale che V,, = V., per ogni a > .

Se ¢(X) = w diremo che X & uno spazio ccc. In effetti si verifica imme-
diatamente che ¢(X) = w se e solo se la famiglia degli aperti non vuoti di
X ordinata per inclusione & ccc nel senso della Definizione 2.2.1.

Dunque non & sorprendente che I’Assioma di Martin abbia dirette con-
seguenze topologiche. Ora ne vedremo due.

Teorema 4.3.13 Valga MA(k). Se X ¢ uno spazio ccc compatto (e non
vuoto), ogni famiglia {U,, : « € k} di aperti densi in X ha intersezione non
vuota.

DIMOSTRAZIONE: Sia (P, <) la famiglia degli aperti non vuoti di X, ordi-
nata per inclusione. Per ipotesi (P, <) & ccc. Se poi G & un filtro in (P, <)
allora ha la proprieta dell’intersezione finita, dunque nGegé # () per la
compattezza di X.

Per ogni a € k, sia D, 'insieme degli aperti non vuoti la cui chiusura &
contenuta in U,: poiché X e regolare e U, € denso in X, abbiamo che D, ¢
denso in (P, <) (nel senso della Definizione 2.2.2). Posto D = {D,, : o € K},
per MA (k) esiste un filtro D-generico G. L'insieme (g G € non vuoto e
contenuto in (., Ua. O

ack

Si puo dimostrare che la tesi del teorema precedente ¢ in realta equiva-
lente a MA(k).

Lemma 4.3.14 Valga MA(wq). Sia X uno spazio ccc e {Uy : @ € w1} una
famiglia di aperti non vuoti di X : esiste I C w1 non numerabile tale che la
sottofamiglia {U, : « € T} ha la proprieta dell’intersezione finita.

DIMOSTRAZIONE: Poniamo V, = Uﬁ>a Ug per ogni o € wy: essendo X
uno spazio ccc, sappiamo (Esercizio 4.3.15) che esiste un certo v € w; tale
che V, = 77 per ogni a > . Se (P, <) & la famiglia dei sottoinsiemi aperti
non vuoti di V, ordinata per inclusione, allora (P, <) & ccc.

Per ogni o € wy, sia Do, = {P € P: 38 > a (P C Ug)}; mostriamo
che D, & denso in (P, <). Infatti, poiché V, C V,, per ogni A € P si ha
ANV, # 0, quindi per qualche 8 > « 'aperto P = AN Ug & non vuoto ed
& percio un estensione in D, di A.
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Sia D = {D, : a € w1}; per MA(w;) esiste un filtro D-generico G e,
ponendo I = {a € wy : 3G € G (G C U,)}, la sottofamiglia {U, : a € I}
ha la proprieta dell’intersezione finita.

Resta da provare che I non € numerabile. A tale scopo osserviamo che
I ¢ illimitato in w;. Infatti per ogni a € wy, essendo G N D, non vuoto,
I'insieme I contiene un 8 > «. O

Teorema 4.3.15 MA (w;) implica che il prodotto di una famiglia finita di
s$pazi ccc € uno S$pazio ccc.

DIMOSTRAZIONE: Basta dimostrare che se X e Y sono spazi ccc allora
X x Y & uno spazio ccc. Supponiamo al contrario che ci sia una famiglia
{W4 : @ € wy} di aperti non vuoti e disgiunti di X x Y. Per ogni a € wy,
esisteranno U, aperto in X e V,, aperto in Y tali che U, x V, C W,. Per
il precedente lemma, una sottofamiglia non numerabile {U, : « € I} ha la
proprieta dell’intersezione finita. Ora, se o, € I, abbiamo U, N Ug # 0
ma (U, x Vo) N (Ug x Vg) = 0, e quindi deve essere V, N Vg = : cio ¢
impossibile perché Y & uno spazio ccc. O

In relazione a quanto appena visto, accenniamo al fatto che & consistente
che esistano due spazi ccc X e Y tali che X x Y non & uno spazio ccc. (In
effetti ¢ possibile costruire X e Y usando l'ipotesi del continuo.)

Teorema 4.3.16 Sia X il prodotto di una famiglia di spazi topologici { Xz :

8 € A}; se il prodotto di ogni sottofamiglia finita é ccc allora anche X ¢é
cce.

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo che X non sia ccc, e fissiamo una famiglia
{Us : @ € wi} di aperti non vuoti e disgiunti di X. Non & restrittivo

suppore che per ogni a € wy l'aperto U, sia della forma H,BeA Wﬁa), con

Wﬂ(a) aperto in X per ogni 3 € wy e Wﬁ(a) = X per ogni 3 € wy \ F(w),
dove F(a) & un sottoinsieme finito di A\. Per il Lemma di Sanin, esiste
I C wp non numerabile tale che {F(a) : @ € I} & un A-sistema, di radice
R. Poiché F(a’) N F(a) = 0 implica Uy N Uy # @, Pinsieme R non puod
essere vuoto. Se dunque indichiamo con 7 la proiezione di X sul prodotto
Y = [[scr Xp. la famiglia di aperti non vuoti e disgiunti {w(Us) : « € I}
mostra che Y non ¢ uno spazio ccc. O

Corollario 4.3.17 MA(w;) implica che ogni prodotto di spazi ccc é uno
spazio ccc.

DIMOSTRAZIONE: Segue immediatamente dal Teorema 4.3.15 e dal teorema
precedente. O
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Corollario 4.3.18 Ogni prodotto di spazi separabili ¢ uno spazio ccc.

DIiMOSTRAZIONE: Per il Teorema 4.3.11, ogni prodotto finito di spazi sepa-
rabili e separabile, quindi ¢ ccc, e possiamo applicare il teorema precedente.
O

Esempio 4.3.16 Se x > 227, il cubo di Cantor X = 25 & uno spazio ccc
non separabile.

DIMOSTRAZIONE: Per il corollario precedente, ogni cubo di Cantor & uno
spazio ccc. Se poi X fosse separabile, per il Teorema 4.3.8 si avrebbe
2% = |X| < 22" < &, il che & impossibile. O

4.3.5 Problema e linea di Suslin

Una linea o retta di Suslin & un insieme totalmente ordinato (X, <) tale che
nella topologia dedotta dall’ordine X sia uno spazio ccc, ma non separabile.
E noto che ogni insieme totalmente ordinato (X, <) che soddisfa

a) X non ha né primo né ultimo elemento,
b) X & completo per l'ordine,
c) X e separabile nella topologia dell’ordine,

¢ isomorfo a (R, <). Dicendo che l'ordine & completo si intende che l'ordine
€ denso in sé e che ogni insieme superiormente limitato ha estremo superiore
(cioé minima limitazione superiore). In questo caso vale anche

¢) X ¢ cce.

Suslin si chiese se un insieme totalmente ordinato (X, <) nel quale valgono
a), b), ¢’) ¢ isomorfo a (R, <). L’ipotesi di Suslin (SH) & che a), b), ¢’) carat-
terizzi (R, <); una linea di Suslin ¢ invece un insieme totalmente ordinato
tale che valgano a), b), ¢’) ma non c).

Si noti che una linea di Suslin puo avere una struttura piuttosto compli-
cata. Infatti se (Sy,<1), ¢ una linea di Suslin con il suo ordine, ({p2}, <2)
¢ un insieme ordinato ridotto a un punto, con l'unico ordine possibile, e
(R3, <3) la somma disgiunta dei tre insiemi ordinati S = S; & {p2} ER3 &
ancora una linea di Suslin. E chiaro che I’operazione si puo iterare R, volte
in modo da ottenere ancora una linea di Suslin. La topologia della nuova
linea di Suslin Sy € quella per cui S; e R3 conservano la loro topologia,
mentre il punto po € isolato nella nuova linea. Dunque ci possono essere
punti isolati in una linea di Suslin.
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Teorema 4.3.19 MA(w;) — SH.

MA (w;) implica che il prodotto di spazi ccc & cce. Percio il teorema & una
conseguenza immediata del seguente Lemma.

Lemma 4.3.20 Se X ¢ una linea di Suslin, X2 non ha la proprietd ccc.

DIMOSTRAZIONE: Se a,b € X e a < b, definiamo (a,b) = {z € X:a <z <
b}. L’intervallo (a,b) potrebbe essere vuoto se non ci fossero elementi tra
a e b, cioe se a e b fossero adiacenti. Tuttavia nel caso ipotizzato cid non
puo verificarsi poiché se z < y in X, allora esiste z € X tale che x < z < y.
Per induzione su a < wy, troveremo ay, by, ¢, € X tali che

(1) Ao < ba < Cq;
(2) (aa,ba) # 0, (ba,ca) # 0;
(3) (aq;ca)N{be:& < a} =0.

Ammesso che si possa dimostrare cid, sia U, = (aq,ba) X (ba,Ca). Allora,
per (2), Uy # 0. Se & < o, Us NU, = 0, poiché, per (3), 0 be < aq 0
be > ¢o € quindi (by, o) N (be, ce) = 0. Dunque la famiglia {Uy: a0 < wy}
contraddice la proprieta ccc per X.

Per trovare aq, by, cq con le proprieta (1), (2), (3), sia W l'insieme dei
punti isolati di X. Poiché i punti isolati sono aperti e X ha la proprieta ccc,
e [W] < Rq. Sisupponga di avere trovato ag,be, c¢,& < (< wq). Poiché X
non ¢ separabile

X\ (WuU{be:€ <a})
¢ un aperto non vuoto e quindi contiene un intervallo aperto (aq, ¢). Poiché

Pordine & denso, (aq,cq) € infinito e quindi esiste b, (con aq < by < ¢q)
tale che (aq,bq) # 0 € (ba,co) # 0. O

4.4 Stime della cardinalita

In questo paragrafo esporremo alcuni teoremi che mostrano come la cardi-
nalita di uno spazio topologico X si possa utilmente maggiorare, una volta
che si conoscano i valori di opportune funzioni cardinali (di cui almeno una
“globale”). Lo spazio X sara in genere supposto Ts.

Abbiamo gia incontrato tre stime di cardinalita nel precedente para-
grafo: precisamente, per gli spazi Ty, | X| < 2¢(X) (Teorema 4.3.1), per gli
spazi T3, | X| < 24X)¥(X) (Esercizio 4.3.9) e, per gli spazi Ty, | X| < 92"
(Teorema 4.3.8).

L’insieme di tutti i sottoinsiemi di un insieme E aventi cardinalita non
superiore a x si indica con [E]=". E immediato verificare che |[E]<"| < |E|".
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Lemma 4.4.1 Siano k e X cardinali infiniti. Supponiamo che lo spazio (di
Hausdorff) X abbia le sequenti proprieta:

(1) per ogni p € X esiste una famiglia V, di intorni aperti di p, con
V| < &, tale che ({V : V € V,} = {p};

(2) esiste un sottoinsieme (denso) S di X, con |S| < A, tale che X =
U{A: A € [S]="}.

Allora | X| < AF.

DIMOSTRAZIONE: Per ogni p € X, scegliamo A, € [S]=" tale che p € A4,
e osserviamo che per ogni intorno aperto V di p si ha 4, NV € [S]<F e
p € A,NV. Sia ®: X — [[S]SF]=" definita da p — {4, NV : V € V, };
poiché M ®(p) = {p} per ogni p € X, la funzione ® & iniettiva, e quindi
IX| < |[[S]=F]=7] < (IS1%)" = |S]® < A" Qui con ®(p) si & indicato
M{A,NV:A4,NV e d(p)}. O

Corollario 4.4.2 (Pospisil). Se X ¢ Ty si ha | X| < d(X)x(X).

DIMOSTRAZIONE: Si applichi il lemma precedente, con k = x(X) e A =
d(X). O

Lemma 4.4.3 Se X ¢ Ty si ha |X| < d(X)FX)P(X)HX)

DIMOSTRAZIONE: Sia k = L(X)9(X)t(X) e A = d(X); mostriamo che sono
soddisfatte le ipotesi del lemma precedente. Poiché la (2) ¢ immediata,
bastera dimostrare che vale la (1).

Fissato p € X, sia U, la famiglia degli intorni aperti di p; essendo
Y¥(p, X) < k esisterd G, € [U,]=" tale che (G, = {p}. Ora poiché X & Ty,
si ha {U : U € U,} = {p}, quindi per ogni G € G, la famiglia di aperti
{GYU{X\U : U € U,} ricopre X e pertanto esiste V(G) € [U,]=" tale che
X =GUU{X\V :V eV(@))}, cioe {V :V € V(G)} C G. Ponendo
allora V, = Ugeg, V(G), siha V, € |5 e V-V €V} = {p}. O

Teorema 4.4.4 Se X ¢ uno spazio Ty allora | X| < 2L(X)wEOUX)

DIMOSTRAZIONE: Sia k = L(X)y(X)t(X) e, per ogni p € X, sia U, una
famiglia di intorni aperti di p, con |Up,| < &, tale che (U, = {p}. Costru-
iamo, per induzione transfinita, una successione crescente {H, : o € x1}
di chiusi e una successione {V, : « € k*} di famiglie di aperti tali che, per
ogni o € KT:

(1) [Ha| <2%;
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(2) Vo = U{up ‘pE Uﬁ<a HB}?
(3) per ogni G € [V,]=" che non ricopre X si ha H, \ |JG # 0.

Supponiamo di aver costruito Hg e V3 per ogni 3 < a. Notiamo che V,
¢ definita dalla (2) e che ha cardinalita non superiore a 2" per la (1) e
Iipotesi induttiva. Sia T, Iinsieme di tutte le sottofamiglie in [V,]S" che
non ricoprono X e, per ogni G € T, scegliamo z¢g ¢ |JG; definiamo come
H, la chiusura dell'insieme S, = {zg : G € I'a} UU,.,, Hp: il fatto che
|H,| < 2" segue dal lemma precedente.

Ora poniamo H = {J,¢,.+ Ha: se H = X la tesi ¢ provata. Supponiamo
al contrario che esista un punto ¢ € X \ H; per ogni p € H fissiamo un
U, € U, che non contenga ¢, cosicché la famiglia W = {U,, : p € H} ricopre
H. Per il Teorema 4.2.7, H & chiuso, quindi L(H) < L(X) < & ed esiste
un A € [H]=" tale che G = {U, : p € A} ricopre ancora H. Essendo x™*
regolare, esisterd un @ € T tale che A C U,@<a Hpg; osserviamo che G
appartiene a [V;]=" e non ricopre X: cio implica, per la (3), che Hs ¢ (JG,
e abbiamo una contraddizione. O

Come caso particolare, si ha il seguente importante risultato.
Teorema 4.4.5 (Arhangel’skii). Se X ¢ Ty allora |X| < 2CX(X) 0

Lemma 4.4.6 Sia X uno spazio topologico, con c¢(X) < k. Per ogni
famiglia di aperti W, esiste G € [W]=" tale che |JG D UW.

DIMOSTRAZIONE: Per il Lemma di Zorn, esiste una famiglia M massimale
(rispetto all’inclusione) di aperti a due a due disgiunti ciascuno dei quali &
sottoinsieme di un elemento di W; ovviamente sara |[M| < k. Mostriamo
che UM D UW. Sia infatti x € |JW; se x non appartenesse alla chiusura
di [JM, esisterebbe un intorno aperto U di x disgiunto da ogni elemento
di M e quindi, detto W un elemento di W contenente z, la famiglia M U
{U N W} contraddirebbe la massimalita di M. Ora basta scegliere, per
ogni M € M, un Uy € W che contenga M; la sottofamiglia G = {Uyy :
M € M} di W cosi ottenuta ha cardinalitd non superiore a x, e si ha

UgouUmoyw. o

Esercizio 4.4.1 Sia k un cardinale infinito. Dimostrare che é vero il vi-
ceversa di quanto affermato nel lemma precendente, e cioé che se in uno
spazio topologico X per ogni famiglia di aperti VW esiste G € [W]=* tale che
Ug > UW, allora ¢(X) < k.

Teorema 4.4.7 (Hajnal-Juhdsz). Se X ¢ Ty allora | X| < 26(C0X(X)
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DIMOSTRAZIONE: Sia k = ¢(X)x(X) e, per ogni p € X, sia U, una base di
intorni aperti di p, con |U,| < k. Costruiamo, per induzione transfinita, una
successione crescente {A, : @ € T} di sottoinsiemi di X e una successione
{Vs : @ € KT} di famiglie di aperti tali che, per ogni a € 7

(1) [Aa| <27
(2) Vo =U{tp :p € Ugen Asts

(3) perognil € [[Va]g’“]j tale che la famiglia {{JG : G € T'} non ricopre
X siha Aa \ Uger UG # 0.

Supponiamo di aver costruito Ag e Vg per ogni § < «. Notiamo che V, &
definita dalla (2) e che ha cardinalitd non superiore a 2* per la (1) e I'ipotesi
induttiva. Per ogni I' € [[V,]=%]=* tale che la famiglia {{JG : G € I'} non
ricopre X, scegliamo zp ¢ Uger w, e sia S, l'insieme di tutti i punti cosi
scelti; & [Sq| < 2%, per cui possiamo definire A, come So U4, Ag: cio
completa la costruzione delle successioni {4, : @ € KT} e {Vy:a € rT}

Poniamo A = (J,¢,.+ Aa: se¢ A = X la tesi & provata. Supponiamo al
contrario che esista un punto ¢ € X \ A; scriviamo Uy come {B, : 0 € Kk} e,
per ogni o € k, sia W,, l'insieme di tuttii V € UPGAZ/IP che non intersecano
B,; per il lemma precedente, esiste G, € [W,]|=* tale che |JG, D UWs,.
Poiché X ¢ Ty, per ogni p € A esiste 0 € k tale che p € JW,, e quindi
A C U,e.UGs. Ora, per ogni 0 € &, la famiglia G, ha non piu di x
elementi: essendo T regolare, esistera un o, € k* tale che G, C V,,;
posto & = sup{a, : 0 € k}, si ha @ € kT per la regolarita, e {G, : 0 €
k} C [Va]=". Ma q ¢ U,c.UGs, dunque per la (3) dovremmo avere
Aa ¢ Uper UGo, il che ¢ assurdo. O

Lemma 4.4.8 (Sapirovskii). Sia V un ricoprimento aperto di uno spazio
topologico X, con s(X) < k. Esistono Y € [X]=" e W € [VI=" tali che
X=Yu\w.

DIMOSTRAZIONE: Supponiamo al contrario che si abbia Y U[JW # X per
ogni Y € [X]=F e ogni W € [V]=*. Allora possiamo costruire per induzione
transfinita una successione {x, : @ € 7} di punti di X e una successione
{Va:a € 7} di elementi di V tali che z € Vo \ ({25 : 8 € a}U Usea Vs)
per ogni a € xT. In tal modo l'insieme D = {z, : a € kT} risulta
discreto (infatti per ogni a € £ l'insieme U, =V, \ {z3 : 8 € a} & aperto
e U, N D ={x,}) quindi deve essere s(X) > k. O

Teorema 4.4.9 (Hajnal-Juhész). Se X ¢ Ty allora |X| < 25(X)¥(X),
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DIMOSTRAZIONE: Sia k = s(X)9(X) e, per ogni p € X, sia U,, una famiglia
di intorni aperti di p, con |[U,| < k, tale che (U, = {p}. Costruiamo, per
induzione transfinita, una successione crescente {4, : a € k*} di sottoin-
siemi di X e una successione {V, : a € kT} di famiglie di aperti tali che,
per ogni a € kT:

(1) [Aa] < 2%
(2) Vo = U{up ‘pe U5<a Aﬁ}%

(3) per ogni G € [Vo]=" e ogni H € [[Ug., Ap}]="]=" tali che UG U
Upen H # X siha Ax \ (UGUUyen H) # 0.

Supponiamo di aver costruito Ag e Vg per ogni § < a. Notiamo che V,
¢ definita dalla (2) e che ha cardinalita non superiore a 2% per la (1) e
Pipotesi induttiva. Per ogni G € [Va]=* e ogni H € [[Uz., Ap}]="]=" tali
che G U UHGHF # X, scegliamo un punto g 3, non appartenente a
UGUUpen H, e sia S, I'insieme di tutti i punti cosi scelti; & |S,| < 2%, per
cui possiamo definire A, come S, UJ B<a Ag: cio completa la costruzione
delle successioni {Ay :a € kT e (Vo :a€rt}.

Ora poniamo A = J,¢,.+ Aa: se A= X la tesi ¢ provata. Supponiamo
al contrario che esista un punto ¢ € X \ A e, per ogni p € A, fissiamo
un U, € U, che non contenga ¢; scriviamo U, come {B, : 0 € K} e, per
ogni o € k, sia T, = A\ B,; per il lemma precedente (applicato allo
spazio T, e al suo ricoprimento aperto {U, : p € T, }), esistono Y, e Z,
in [T,]<" tali che T, C Y, U UpeZU U,. Essendo k% regolare, per ogni
o € K esisterd un a, € kt tale che Y, N Z, C U5<% Ag; ponendo allora
a = sup{a, : 0 € K}, si ha @ € kT per la regolarita, e poiché I'insieme
E = U, (Yo U Upez, Up,) non contiene ¢, per la (3) dovremmo avere
Ags \ E # 0: ma questo ¢ impossibile perché F D A. O

Teorema 4.4.10 (De Groot). Se X ¢ Ty allora | X| < 2M(X),
DiMOSTRAZIONE: Conseguenza immediata dei Teoremi 4.4.9 e 4.3.7. O
Esercizio 4.4.2 Dimostrare direttamente la disuguaglianza di De Groot
|X| < 2hL(X) )

SUGGERIMENTO: Modificare la dimostrazione del Teorema 4.4.4.

Lemma 4.4.11 Se X ¢ uno spazio Ty allora (X) < 25(X),

DIMOSTRAZIONE: Poniamo x = s(X). Fissato p € X, per ogni g # p sia
U, un intorno aperto di ¢ tale che p ¢ U,. Applicando il Lemma 4.4.8 allo
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spazio X \ {p} e al ricoprimento {U, : ¢ # p} otteniamo due sottoinsiemi Y’
e Z di X \ {p}, entrambi di cardinalita non superiore a &, tali che X\ {p} C
Y UU,ez Uy La famiglia di aperti V = {X\C: C C A, p ¢ CYU{X\T,:
g € Z} ha cardinalita non superiore a 27, e |V = {p}. O

Teorema 4.4.12 (Hajnal-Juhdsz). Se X é Tz allora | X| < 22"

DIMOSTRAZIONE: Infatti |X| < 25()%(X) < 92°0s(X) < 92

4.5 Spazi compatti e funzioni cardinali

Abbiamo gia visto che se X ¢ uno spazio compatto si ha x(X) = (X)
e w(X) = nw(X) (Teoremi 4.2.4 e 4.3.3). In questo paragrafo vedremo
il teorema di Cech-Pospisil (che, combinato con il Teorema 4.4.5, fornisce
un’accurata valutazione della cardinalita di X usando il carattere) e alcuni
risultati su t(X) e s(X), dovuti ad Arhangel’skii e Sapirovskii.

Ricordiamo che un sottoinsieme di uno spazio topologico si dice Gg se
¢ intersezione di una famiglia numerabile di aperti.

Lemma 4.5.1 Siano A e B due sottoinsiemi chiusi digiunti di uno spazio
compatto X. FEsistono due Gs chiusi disgiunti G e H tali che A C G e
BCH.

DIMOSTRAZIONE: Definiamo per induzione due successioni di aperti {G; :
i €w}le{H;: i€ w} al seguente modo: Gy e Hy sono due aperti disgiunti
tali che A C Gy e B C Hy; per ogni i € w siano G;11 e H;11 aperti tali
che A C Gi+1 C Gi-l—l c G; e B C H,vy C Hiyy C H;. Gli insiemi
G =V;eo, Gi € H =();c,, Hi hanno le proprieta richieste. O

Teorema 4.5.2 (CeCh*POSpféﬂ). Sia X uno spazio compatto non vuoto e
senza punti isolati. Se k € un cardinale infinito tale che x(p, X) > k per
ogni p € X, allora | X| > 2".

DIMOSTRAZIONE: Definiamo una funzione che ad ogni elemento f di 2<F
fa corrispondere un sottoinsieme chiuso non vuoto Ky di X in modo tale
che, per ogni « € k:

(1) se fe*2e B < aallora Ky C Ky;
(2) se f e g sono elementi distinti di *2 allora Ky N K, = (.
Distinguiamo due casi.

Caso £ = w. Aggiungiamo a (1) e (2) la condizione seguente:
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(3) per ogni f € *2, I'interno di K¢ & non vuoto.

Ora procediamo per induzione, supponendo di aver gia costruito Ky,
per ogni f € #2 e ogni 3 € a, in modo che siano verificate (1), (2)
e (3). Sia v tale che & = v + 1: basterd che per ogni g € 72 si
costruiscano Kg4, e K, , dove gy e g1 sono gli elementi di “2 tali che,
per ogni ¢ € {0,1}, si ha g; [ v =g e gi(y) = i. Poiché K, ha interno
non vuoto e X non ha punti isolati, esistono due aperti non vuoti Vj
e V4 tali che Vy UT4 C Ky e Vo NV4 = 0: poniamo dunque Ky, = Vo
e K; =V1.

Caso k > w. Aggiungiamo a (1) e (2) la condizione seguente:
(3) per ogni f € “2, K ¢ intersezione di non pit di |a| + w aperti.

Supponiamo di aver gia costruito K¢, per ogni f € P2 e ogni f € a,
in modo che siano verificate (1), (2) e (3). Se & ¢ un ordinale limi-
te, poniamo Ky = ﬂﬁ<a Kyip per ogni f € *2 (la compattezza di
X implica che l'intersezione € non vuota). Se invece « & un ordinale
successore, sia -y tale che a = y+1: come nel caso precedente, bastera
che per ogni g € 72 si costruiscano K, e K4, . Per I'ipotesi induttiva,
K, ¢ intersezione di meno di k aperti, e quindi (per il Teorema 4.2.4)
deve avere piu di un punto. Applicando il lemma precedente, otte-
niamo due Gy chiusi disgiunti Gy e G tali che per ogni ¢ € {0,1} si
ha G; N K, # 0 e dunque possiamo porre K,, = G; N K.

Per completare la dimostrazione, estendiamo la funzione appena definita a
2, ponendo Ky = ()¢, Kfjo. Osserviamo che i Ky sono non vuoti e a
due a due disgiunti, e pertanto si ha | X| > |#2] = 2%. O

Teorema 4.5.3 Se X ¢ compatto e x(X) = w allora |X| < w oppure
| X|=2v.

DIMOSTRAZIONE: Sia Y l'unione di tutti gli aperti di X aventi cardinalita
numerabile. Se Y = X allora per la compattezza X € unione di una famiglia
finita di insiemi numerabili, e quindi |X| < w. In caso contrario, il com-
plementare Z di Y € un compatto non vuoto. Poiché per il Teorema 4.4.5
si ha |X| < 2%, per completare la dimostrazione bastera applicare a Z il
Teorema di Cech—Pospisil: a tale scopo dobbiamo provare che Z non ha
punti isolati.

Supponiamo al contrario che esistano p € Z e V' C X aperto tali che
VNZ={p}. Sia{V; :i € w} una base di intorni di p con Vo C Ve V;4; C
Vi, e poniamo A; = V; \ Vi1 per ogni i € w. Poiché (J;c, Ai = Vo \ {p} &
non numerabile, esiste un n € w tale che |A,| > w. Essendo X uno spazio
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compatto esiste un punto di completa accumulazione per A,,, diciamo gq.
Allora ¢ ¢ un punto di V N Z distinto da p: assurdo. O

Corollario 4.5.4 Ogni sottoinsieme chiuso non numerabile di R ha cardi-
nalita 2%.

DIMOSTRAZIONE: Infatti ogni sottoinsieme chiuso di R € 'unione di una
famiglia numerabile di compatti. O

Sia X uno spazio topologico, e k¥ un cardinale infinito. Diremo che
{z4 : @ € K} & una successione libera (di lunghezza k) se per ogni 5 € k si
ha {z, :a < B} N{zy:a > F} = 0. Notiamo che in particolare z, # zg
per a # f.

Lemma 4.5.5 Sia £ un cardinale infinito, e sia X uno spazio compatto;
supponiamo che per ogni Y C X chiuso e ogni p € Y esista una famiglia
Giy,py di Gs chiusi non vuoti, con |Gy | < K, tale che per ogni intorno U
dipinY esiste un G € Gy, contenuto in U: allora t(X) < k.

DIMOSTRAZIONE: Sia p un punto di X, e sia Z un sottoinisieme di X
con p € Z; indichiamo con Y la chiusura di Z. Per ogni G € Gy,

sia V(G) = {Vi(G) : 4 € w} una famiglia (numerabile) di aperti la cui

intersezione ¢ (; possiamo supporre che V;(fl) C Vi(G) per ogni 1 € w,

cosicché G = (¢, V9. Posto H = Uceg,y.,, V(G), & [H| < ke, per il
Lemma 4.2.3, ogni intorno di p in Y contiene un elemento di H il quale,
essendo aperto e non vuoto, deve intersecare Z. Se dunque per ogni H € H
scegliamo xy € H N Z, 'insieme S = {xy : H € H} ha cardinalitd minore
ougualea r,ep€ S. O

Teorema 4.5.6 (Arhangel’skii-Sapirovskii). Per uno spazio compatto X
vale t(X) < k se e solo se ogni successione libera in X ha lunghezza non
SUperiore a K.

DIMOSTRAZIONE: Sia S = {4 :a € A} con A > k (e x4 # xg per a # ).
Poiché X & compatto, S ha un punto di completa accumulazione, diciamo p.
Dunque p € {z, : a > 3} per ogni 3 € A. Se t(X) < k, esiste I € [\]S" tale
che p € {z,:a €1}. Ponendo f=supl,siha B3 € Nepc {z,:a<f}
cosicché S non puo essere una successione libera.

Viceversa supponiamo che ¢(X) > x: mostreremo che esiste una succes-
sione libera di lunghezza maggiore di k. Per il lemma precedente, esistono
un chiuso Y C X e un punto p € Y tali che la famiglia G di tutti i sottoin-
siemi Gy chiusi e non vuoti di Y ha la proprieta seguente:
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(*) se H € [G]=", esiste U aperto in Y contenente p tale che H ¢ U per
ogni H € 'H.

Costruiamo, per induzione transfinita, due successioni {4, : a € 1} e
{Bs : @ € K1} di elementi di G, in modo tale che per ogni « € kT:

(1) pe Ap e A, N B, =0;

(2) se F & un sottoinsieme finito di {Ag : § € a}U{Bg : B € a} e
N F # 0 allora B, N[ F # 0.

Supponiamo di aver gia definito {Ag : 0 € a} e {Bg : § € a}. Sia ® la
famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti di {Ag: 8 € a} U{Bg: 8 € a}; posto
H={NF:Fed},siha™ CGel|H| <k, quindi per la (*) ¢’¢ un intorno
aperto U di p in Y tale che H\ U # () per ogni H € H. Per il Lemma 4.5.1,
applicato allo spazio Y, esistono due elementi digiunti G’ e G” di G, tali
chepe G'eY\U C G”, cosicché HNG"” # () per ogni H € H. Ponendo
allora A, =G’ e B, = G",1a (1) e la (2) sono verificate.

Fissiamo ora a € x*: facendo uso del principio di induzione si vede
facilmente che ogni sottonsieme finito F di {Ag : § < a}U{Bg : § >
a} ha intersezione non vuota. Per la compattezza di X, l'inisieme [, =
(U[Ka Ag) N (U[3>a Bg) ¢ dunque non vuoto, e possiamo scegliere z,,.
La successione {z : o € xT} & libera, perché per ogni § € xt si ha
{za:a< B} CBge{ra:a>p} CAg O

Corollario 4.5.7 Se X ¢é compatto, t(X) < s(X).

DIMOSTRAZIONE: Infatti una successione libera ¢ un sottoinsieme discreto.
O

Esercizio 4.5.1 Mostrare che, se X ¢ Ts, si ha t(X) < s(X)h(X). De-
durre che t(X) < s(X) per ogni X localmente compatto.
SUGGERIMENTO: Usare il Teorema 4.2.9 e il Lemma 4.2.5.

4.6 Spazi di funzioni continue

Presenteremo in questo paragrafo alcuni risultati relativi agli spazi di fun-
zioni continue che si prestano ad essere trattati in modo sistematico usando
i metodi di teoria degli insiemi che abbiamo introdotto. Rimandiamo per
una trattazione pit completa al libro di A.V. Arhangel’skii “Topological
function spaces” citato nella bibliografia.

Indicheremo con C(X,Y’) l'insieme delle funzioni continue f: X — Y,
con X e Y spazi topologici; in generale X sara supposto uno spazio di
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Tychonoff, cioé uno spazio nel quale valgono gli assiomi di separazione T}
e T31. In particolare se Y = R, I'insieme C(X,R) sara indicato piti sem-
plicemente con C(X). Infine denoteremo con C*(X) I'insieme delle funzioni
continue e limitate, definite su X e a valori reali. Tali insiemi di funzioni
continue si penseranno dotati di varie topologie.

Definizione 4.6.1 Se AC X e BCY, allora
(A,B) = {f €C(X,Y): f(A) C B} . (4.5)

Sia &€ una famiglia di sottoinsiemi di X, tali che @ € £. Allora la famiglia Sg¢
di tutti gli insiemi del tipo (A, B), con A € £ e U apertoin Y & una sottobase
di una topologia 7¢ sull’insieme C(X,Y’). La chiameremo la topologia della
convergenza uniforme sugli elementi di £.

Se £ ¢ la famiglia di tutti i sottoinsiemi finiti di X, allora 7¢ € la topologia
della convergenza puntuale. Indicheremo lo spazio delle funzioni continue
dotato di questa topologia con C,(X,Y).

Se £ ¢ la famiglia di tutti i sottinsiemi compatti di X, allora 7¢ ¢ detta la
topologia compatto - aperta. C(X,Y") dotato di questa topologia si indichera
con C.(X,Y).

Se £ ¢ la famiglia di tutti i sottinsiemi limitati di X (cioe di tutti i
sottoinsiemi A C X tali che, per ogni f: X — R, |f(A)| & limitato) C(X,Y)
dotato di questa topologia si indichera con Co(X,Y).

Su C(X) & possibile definire anche un’altra topologia canonica, detta
topologia della convergenza uniforme. Questa topologia ¢ generata dalla
base costituita dagli insiemi V(f,e), con f € C(X) e € > 0, dati da

V(f,e) ={g € C(X):lg(z) - f(z)| <&, Vo € X}

Una base naturale di C,(X,Y") ¢ data dagli insiemi
W(z1,...,x; UL, ..., Up) ={f € C(X,Y): f(x;) € Ui =1,2,...,k},
dove z1,...,xr € X e Uy,...,Ug sono aperti in Y.
Proposizione 4.6.1 Sia B una base dello spazio Y .

Allora {W(x1,...,25;U1,...,Up)iz; € X,U; € Byi =1,...,k,k € Nt} ¢
una base dello spazio Cp(X,Y).

Proposizione 4.6.2 Se Y C Z si ha C,(X,Y) C Cp(X, Z). SeY é chiuso
in Z, allora Cp(X,Y) & chiuso in Cp(X, Z).
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Nel caso dello spazio C,,(X), se f: X - Ree >0, per k € Nt
W(f;z1,...,xp56) ={g € C(X):|g(m;) — flz)| <e,i=1,2,...,k},
¢ un intorno di base di f.

Proposizione 4.6.3 Lo spazio C,(X) ¢ un sottospazio di R™ (inteso come
la totalita delle applicazioni da X a R, con la topologia della convergenza
puntuale). Si ha C,(X) =RX, cio¢ Cp(X) & denso in RX.

DIMOSTRAZIONE: La topologia del prodotto alla Tychonoff su R¥ coincide
con la topologia puntuale sull’insieme stesso e quindi, in modo naturale,
C,(X) @ sottospazio topologico di RX. Sia f € RX. Per ogni insieme
finito x1,x2,..., 2z, di punti di X, vi ¢ una funzione g € C,(X) tale che
g(x;) = f(z;),i = 1,...,k. Dunque ogni intorno di f incontra punti di
Cp(X). Ossia Cp(X) =R¥*. O

Corollario 4.6.4 La cellularita (numero di Suslin) di uno spazio Cp(X) é
numerabile.

DiMOSTRAZIONE: Poiché il prodotto di un numero finito di rette reali,
essendo separabile, ha cellularita numerabile, per il teorema 4.3.16, conclu-

diamo che ¢(R¥) = Ry. Per la proposizione precedente 4.6.3, sappiamo che
Cp(X) = RX. Percid anche ¢(Cp(X)) = Ng. O

Talvolta si definiscono gli spazi C, »(X), n € w\ {0}, induttivamente
come segue. Cp1(X) = Cp(X); Cppnr1(X) = Cp(Cpn(X)). In particolare,
Cp2(X) = Cp(Cp(X)).

Definizione 4.6.2 Un numero cardinale k si dice un precalibro (calibro)
su X se, per ogni famiglia U = {Uy: a0 € A} di insiemi aperti non vuoti
di X, con |A| = k, esiste B C A, con |B| = &, tale che {U,:a € B} ¢
centrata, cioé ha la proprieta dell’intersezione finita, (rispettivamente: ¢é
tale che "{U,:« € B} #0).

Valgono le seguenti proprieta

Proposizione 4.6.5 Sia Y un insieme denso in X. Un cardinale k é un
precalibro in'Y se e solo se é un precalibro in X .

La dimostrazione ¢ ovvia.

Proposizione 4.6.6 Se k ¢ un cardinale regolare e k > d(X), allora k ¢
un calibro di X .
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DIMOSTRAZIONE: Poiché x > d(z), data la famiglia {U,:a € A}, con
|A|] = &, per la regolarita di &, esiste almeno un punto zg € D (D denso in
X, con |D| < d(X)), tale che B = {a:xg € U,} ha cardinalita k. Allora
M{Uy:a € B} # 0. O

Proposizione 4.6.7 Se k ¢ un precalibro di X, la cardinalita di ogni famiglia
di aperti a due a due disgiunti in X é strettamente minore di K.

Un attimo di riflessione permette di riconscere che, ovviamente, ¢(X) < k.
Altro fatto di ovvia dimostrazione & il seguente

Proposizione 4.6.8 Se X ¢é uno spazio compatto di Hausdorff, k é un
precalibro se e solo se é un calibro.

Sanin ha dimostrato il seguente teorema, del quale omettiamo la dimostrazione.

Teorema 4.6.9 Se un cardinale k ¢ un precalibro (un calibro) per ogni
spazio X, a € A, allora é pure un precalibro (un calbro) del prodotto
cartesiano X = [[,ca Xa-

Poiché R & separabile, un facile corollario ¢ il seguente

Corollario 4.6.10 Ogni cardinale regolare non numerabile ¢ un calibro di
Cp(X).

Proposizione 4.6.11 La chiusura di ogni aperto in C,(X) é uno zero in-
sieme per qualche funzione continua g:Cp(X) — R.

DIMOSTRAZIONE:

a) Sia U un aperto di RX. Mostriamo che U & uno zero insieme per
una funzione a valori reali definita su RX. Usando il lemma di Zorn, si pud
assumere che esiste una famiglia massimale I" di aperti fondamentali in RX
a due a due disgiunti contenuti in U. Per ogni V.= W(f;z1,...,2,€) €
T, sia (V) = {z1,...,71}. La massimalitd di T' implica che Ul = U.
Poiché R¥X ha cellularita numerabile, anche I' & numerabile. Allora L =
U{k(V):V € T'} ¢ esso pure numerabile. Si consideri la proiezione 7: RX —
R%, che ad ogni f € R¥ associa la restrizione n(f) = (f | L) € RE. =
¢ un’applicazione continua e aperta da R¥ in RF e Ul = 7~ (7 (UT)).
Dunque 7~ !(7(Ul')) = Ul = U. Ora R¥ h peso numerabile e quindi c’@
una funzione continua g: RY — R tale che g=1(0) = 7(UT'). Posto f = go,
allora f € Cp(X) e f71(0) = 7~ 1(¢g71(0)) = Ul = U. Cioe U & uno zero
insieme di f.

b) Se Y C X, Y = X e in X la chiusura di ogni aperto ¢ uno zero
insieme per qualche fnzione f: X — R, allora Y ha la stessa proprieta. Sia
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U CY, conU aperto in Y. Sia U un aperto in X tale che U = uny.

Allora si ha clx (U) = clx (U). Esiste f € C(X) tale che clx(U) = f~1(0).
Perg=(f1Y)eC(Y),sithag (0)=f~10)NY =clx (U)NY = cly (V).

Da a) e b) e dal fatto che C,(X) & denso in R¥, segue la validita della
tesi. O

Uno spazio topologico dotato della proprieta or ora messa in evidenza
viene detto da Sc¢epin uno spazio perfettamente-k-normale.

SeY C X, m=mny:Cp(X) — Cp(Y), & lamappa restrizione di f € C,(X)
aY. Sihany(f)=(f 1Y), per ogni f € Cp(X). 7y (Cp(X)) C Cp(Y) sara
denotato anche con C,(Y|X).

Relativamente alla mappa restrizione, si dimostra facilmente la seguente
Proposizione 4.6.12 Per ogni Y C X wale
(1) 7 & continua e w(Cp(X)) = Cp(Y).

(2) SeY é chiuso in X, allora m & un’applicazione aperta da C,(Y') su
T(Cp(X)) C Cp(Y).

(8) SeY é compatto, allora w(Cp(X)) = Cp(Y).
(4) Se X € normale e Y é chiuso in X, allora 7(C,(X)) = C,(Y).

(5) SeY édensoin X, alloram:Cp(X) — w(Cp(X)) € biiettiva e continua.

Definizione 4.6.3 Un’applicazione f: X — Y che sia biiettiva e continua
viene detta da Arhangel’skii una condensazione.

Se f: X — Y, si definisce f©:RY — R¥X, duale di f, come segue: per ogni
¢ €RY, f4(¢)(z) = ¢(f(x)) per ogni z € X. Cioe f(¢) =¢o f.

Proposizione 4.6.13
(1) f* ¢ continua.
(2) Se f(X) =Y, f&:RY — RX ¢ un omeomorfismo da RY su un sot-
tospazio chiuso f*(RY) C R¥.

Sia dato uno spazio topologico X e una famiglia 7 Cc RX. Per ogni
2 € Xdefiniamo una funzione g,: F — R come segue: g,(f) = f(z),Vf €
F. Definendo z(x) = g, per x € X otteniamo la mappa canonica di
valutazione ¥ r: X — R”.
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Proposizione 4.6.14 Per ogni insieme X e ogni sottospazio F C RX,
gz * F — R é continua.

Proposizione 4.6.15 Per ogni spazio X e ogni F C Cp(X), 7 X —
Cp(X) € continua.

Proposizione 4.6.16 Uno spazio completamente regolare X & omeomorfo
al sottospazio Y(X) di Cp(Cp(X)).

Si consideri

LX) ={Mz1+ ...+ \zp € Co(Cp(X)):21,..., 20 € X,
Ao\ €ERnew\ {0}}. (4.6)
L,(X) ¢ il pit piccolo sottospazio lineare topologico di C,(C,(X)) che con-

tiene X.
Vale

Proposizione 4.6.17
Lp(X) = (Cp(X))'

Cioé ¢ il duale topologico di C,(X).

Un risultato molto importante relativo agli spazi di funzioni ¢ il seguente
teorema, del quale omettiamo la dimostrazione.

Teorema 4.6.18 (Nagata). Se gli anelli topologici C,(X) e C,(Y) sono
topologicamente isomorfi, allora X e Y sono omeomorfi.

Infine dimostriamo il seguente risultato

Teorema 4.6.19 Per ogni spazio completamente regolare X, vale
[ X] = X(Cp(X)) = w(Cp(X)) (4.7)
DIMOSTRAZIONE: E ovvia la disuguaglianza
X(Cp(X)) < w(Cp(X)) < w(RY) < |X].

Bastera percio dimostrare che | X| < x(C,(X)). Si assuma il contrario e sia
B una base locale di C,(X) in f = 0 tale che |B| < |X|. Si puo assumere
che gli elementi di B siano aperti fondamentali di base in C,(X). Per ogni
W(f;x1,...,xx;€) € B, sta k(W) ={z1,...,2} e Y = U{k(W): W € B}.
Ovviamente |Y| < | X| e sia z* un punto in X\Y. Siano poi U = W(f;2*;1)
esiaV=W(f;x1,...,z1;¢) € Bcon xy,...,x, €Y. Dunque x; # z*,i =
1,...,k. Esiste percido una funzione g € Cp(X) tale che g(x;) = 0, per
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i=1,...,keg(x*)=1. Allorag € V\U, cioe V\U # 0, per ogni V € B.
Ma cio va contro l'ipotesi che B sia una base di C,(X) nel punto f € U. O

Si pud concludere che Cp(X) soddisfa il secondo assioma di regolarita
se e solo se X e numerabile.

Come segue dal precedente teorema 4.6.19 risulta che w(C,(R)) > w(R).
Ma esistono spazi topologici numerabili X tali che w(X) > Rg. Dunque
w(Cp(X)) < w(X) per un tale spazio X. Tuttavia vale sempre

Teorema 4.6.20 Per ogni spazio di Tychonoff X, si ha
nw(X) = nw(Cy(X)) . (4.8)

DIMOSTRAZIONE: Mostriamo che nw(Cp(X)) < nw(X). Si fissi una rete
N in X e una base numerabile B in R. Per ogni coppia di collezioni finite
Si,...,Sk € N elU,...,Uy € B si consideri W(Si,...,Sk;U,...,Ux) =
{f € C(X):f(S;) C Uj,i = 1,...,k}. Sia M la famiglia cosi definita:
M = {W(Sl,...,Sk;Ul,...,Uk):Sl,...,Sk S N,Ul,...,Uk S B} Mo-
streremo che M & una rete in C,(X), e cid dimostrerera la disuguaglianza
richiesta, poiché M| < |N|. Sia f € Cp(X) e sia W(f;z1,...,25;€) un
intorno fondamentale di f in C,(X). Supponiamo che sia z; # x; per
i # j. Si prendano gli aperti di R, Uy,...,Ux € B, in modo tale che
f(z;) € U; C)f(xi) — e, f(xs) + €[, per i = 1,...,k. Poiché f & continua
ci sono Sy,...,Sk € N tali che x; € S; e f(z;) € Uy peri =1,...,k. Si
vede che f € W(Sy,...,Sk;Ur,...,Ux) e che W(Sy,...,Sk;Ur,...,U) C
W(f;x1,...,25;€). Larelazione d’appartenenza segue dal fatto che f(S;) C
Ui,i =1,...,k}. Sia poi g € W(S1,...,Sk;Uy,...,Us). Poiché z; € S; e
quindi g(z;) € U;, si trova pure che |g(z;) — f(x;)| < e peri=1,...,k.
Percid g € W(f;x1,...,2k;€).

Per stabilire la disuguaglianza nel verso opposto, si osservi che si puo
pensare X C Cp(Cp(X)) e quindi che nw(X) < nw(Cy(Cp(X))). Ma per
quanto appena dimostrato ¢ pure nw(C,(Cp(X))) < nw(Cp(X)). In defini-
tiva

nu(X) < nw(Cy(Cp(X))) < nuw(Cy(X)) < nuw(X)

Vale dunque l'uguaglianza. O

4.7 Generalizzazione di un teorema di Gro-
thendieck

Vediamo che cosa succede
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