Capitolo Quattordicesmo
EQUAZIONI DIFFERENZIALI

81. INTRODUZIONE

DEFINIZIONE. Sono dette equazioni funzionali quelle equazioni in cui I'incognita & una
funzione.

ESEMPIO. 1) Trovareunafunzionef: R - R tale che f(2x) = f2(x) per ogni x O R. Come
subito si vede, ogni funzione del tipo f(x) = aX, con a > 0, & soluzione del nostro problema.

DEFINIZIONE. Dices equazione differenziale un'equazione funzionale in cui compaiono
una o piu derivate dellafunzione incognita.

DEFINIZIONE. Un'equazione differenziale e detta ordinaria se la sua incognita é fun-
zione di una sola variabile; in caso contrario, si parladi equazione differenziale alle derivate
parzali.

ESEMPI. 2) Dataf: I(0 k) — R continua, con | intervallo, trovare le funzioni F: I - R
derivabili tali che F'(x) = f(x), per ogni x O |. La soluzione &, come ben si sa, data dalle fun-

X
zioni del tipo F(x) = [f(t)dt + ¢, con xo O | fissatoec O R arbitrario.
Xo

3) Trovarelefunzioni u: A(C R2) - R differenziabili sull'insieme aperto A etali che
ou ou
X —(xy)+y_—(xy) =0
X ay

per ogni (x,y)T O A. Si constata facilmente che & soluzione ciascuna delle funzioni uy(x,y) = 1,

ux(xy) = % us(x,y) =2 ?yz e (cfr. 8 8, Esercizio 7) ogni altrafunzione u che sia positi-
vamente omogenea, ossiatale che

u(tx,ty) =u(xy), 0t>0,0(xy)TOA.

DEFINIZIONE. L'ordine massimo di derivazione con cui la funzione incognita compare
in un'equazione differenziale € detto I'ordine dell'equazione differenziale.

ESEMPI. 4) L'equazione differenziale ordinaria y'(x) = xy2(x) € del primo ordine.
5) L'equazione differenziale ordinariay"'(x) = y'(X)y(X) € del terzo ordine.
24 2

6) L'equazione differenziale dle derivate parziali 32 (xy) + u (x,y) = 0 é del secondo or-
X

ay?
dine.

DEFINIZIONE. Un'equazione differenziale ordinaria si dice espressa in forma normale
se e esplicitata rispetto alla derivata di ordine massimo.

ESEMPI. 7) L'equazione differenziale ordinariay'(x) = xy(x) € in formanormale.
8) L'equazione differenziale ordinariaey"(® + y"(x) = y(X) non &in formanormale.
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8§82 EQUAZIONI DI

FF
DEL PRIMO ORDI

ERENZIALI ORDINARIE
N E

E data I'equazione differenziale

(*) y'(x) = f(xy(x)) [0y =f(xy)],
conf: A — R definitasu un aperto A di R2.

DEFINIZIONE. Si dice che una funzioney: I(0 R) - R, con | intervallo, € una solu-
zionedella(*) se:

1) y(X) éderivabilein|;
2) (x,y(X))T O A per ogni x O I;

3) Y'(x) = f(xy(x)), O xOl.
PROBLEMA. Dataun'equazione differenziale, si chiede di rispondere atre questioni:
1) Esistenza di soluzioni.

2) Numero delle soluzioni (in particolare, se c'é unicitd).
3) Calcolo (eventualmente approssimato) delle soluzioni.

ESEMPIO. 1) Dataf: I(0 R) - R continua, le soluzioni dell'equazione differenziale y'(x)

X
= f(x) sono date dalle funzioni del tipo y(x) = [f(t)dt + ¢, con X O | fissato ec O R arbitrario.
Xo

Ci sono, quindi, infinite soluzioni. Per individuarne una, basta fissare il suo valore nel punto
Xo: Y(X0) = Yo = C.

DEFINIZIONE. Lacondizione y(xg) = Yo € detta condizioneiniziale.

Problema di Cauchy
DEFINIZIONE. E detto Problema di Cauchy un problemadel tipo

oy (X) = f(x,y(x))
0 y
V(Xo) = Yo

conf: A — R definitasu un sottoinsieme aperto A di R2 e (xg,Yo)T punto fissato di A.

(1)

DEFINIZIONE. Dices soluzione locale del problema (1) ogni funzioney: | — E, defi-
nitasu un intervallo | tale che:

1) y(X) e soluzione dell'equazione differenziale su I;

2) XpOintl;

3) ¥(Xo) = Yo.

TEOREMA 1. (Di esistenza e unicita locali) - Sef: A(D R2) - R econtinua, allora
esistono un h >0 ed una funzioney: | =1xg - h, Xg + h[ - R soluzione del problema (1).
Se, inoltre, esiste ed e continua la derivata dellafrispettoay fy: A0 R2) — R, allorala
soluzione e unica. [

DEFINIZIONE. Saf: A=]ab[ x R - R (potendo anche esserea = -0 e b = +o0) e sia Xg
0 1. Dices soluzione globale del problema (1) ogni soluzione y definita su tutto |a,by.
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TEOREMA 2. (Di esistenza e unicita globali) - Sef: A=]ab[ x R -~ R écontinua e
of . : - . :
se—:A=]abl xk - R écontinua e limitata, allora esiste una e una sola soluzione

globale y: Ja,b[ - R del problema(1). O

ESEMPIO. 2) Si consideri il Problemadi Cauchy: y' = 1%3/2 =f(x,y); y(0) = 1. Sl vede

subito che lafunzione f € continua su tutto 2, derivabile rispetto ay con

of O 11-y2] _
, = <1l
%y(x y)% (1+y?2)2

Per il Teor. 2, esiste percio unae unasolasoluzioney: Ja,o[ = R - R del nostro problema.
N.B. Non sempre il problema (1) ha una soluzione globale.
ESEMPIO. 3) Si consideri il Problemadi Cauchy: y' =y2; y(0) = 1 e si osservi chelafun-
zione f(x,y) = y2 e definitasu Ja,b[ x R (con]a,b[ = R) e soddisfa alle condizioni di esistenza
e unicitalocali. E subito visto che la soluzione del problema dato & y(x) = 11—)( che e definita

nell'intervallo ]-co, 1[ contenuto propriamente nell'intervallo Ja,b[ = K.

N.B. Non sempreil problema (1) ha un'unica soluzione.

ESEMPIO. 4) S consideri il Problemadi Cauchy: y' = 2V]y|; y(0) = 0. Si vede subito che
sono soluzioni di (1) siayi(x) = 0, siay(x) = x2sign(x). Notiamo che sono soluzioni tutte e
sole le funzioni

, pera<x<p
y) =[}(x-a)?2, perx<a , cona <0<p.
X-B)2, perx>p

Equazioni a variabili separabili
Sono cosi dette le equazioni del tipo
y(¥) =9(¥) hy) [=fxy())I,

con g: ]ab[ - R continua, [potendo eventualmente essere a = -, b = +oo],
e h:]c,d[ - R di classe C, [potendo eventualmente essere ¢ = -o0, d = +o].

=g(x)h
Per ogni Xo O ]a, b[ e ogni yo O ]c, d[, il Problema di Cauchy @//(E(X)) _gy(x) o) ha, p
0) = Yo

Teorema 1, unae unasolasoluzionelocaley(x): 1 - R, conl =]xy-h,xg+ h[ O]a, b.

1) Seeh(yg) =0, s hay(x) = yp (soluzione costante).

2) Siah(yp) # 0. Se y(x) é lasoluzione, alorasi hah(y(x)) # O per ogni x O I. Infatti, se
esistesse un x; O | con h(y(x1)) = 0, il problema di Cauchy BZ(X) = 9h@)
2(x1) = y(xa)

er il

ammetterebbe le
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due soluzioni locali y(x) e z(X) = y(x1), contro il Teorema 1.

Dall'uguaglianza y'(t) = g(t)h(y(t)), dividendo per h(y(t)) [# O], s ottiene h%:/((tt))) = g(t).
Integrando, s ricava

(YO gt
§ ooy = 90k
ossa HIY(9) - H(Yo) = G) - Go)

essendo H(y) una primitiva di h(ly) e G(x) una primitiva di g(x). Poiché H(y) € dotata di in-
versa (essendoh(lw di segno costante), si ottiene
y(x) =H"1G(x) - G(xo) + H(yo))-

ESEMPI. 4) Riesaminiamo |'equazione differenziale y' = y2 vista sopra, con la condizione
iniziale y(xo) = Yo. Questa & del tipo "avariabili separabili” cong(x) =1eh(y) =y2. See yp =
0, si halasoluzione nulla y(x) = 0; in caso contrario, si divide per y2 ottenendo |'equazi onei//2

= 1. Integrando daxg ax i due membri, si ottiene ylo - y(lx) = X - Xp, € quindi

Y09 =1+ oo

definitanell'intervallo]-oo,y10+ Xo[ seéyp > Oenell'intervallo];)+ Xo,+oo[ seeyp < 0.

o . oy = -2xy?
5) Studiamo il Problema di Cauchy; d .
¥(0) = Yo
E dunque g(X) = -2x e h(y) =y2. Se @y = 0, dacui h(yp) = 0, s halasoluzione nulla y(x) =
0. In caso contrario, dividendo per y2 e integrando, si ricava y(x) :yoxg0+1' Seeyp>0,s ot-

tiene una funzione definita su tutto R, mentre, nel caso yg < 0, la soluzione € definita solo tra
ViV
Yo Yo'

6) Trovare le traiettorie ortogonali allafamigliadi parabole y = y;(X) = ax2, con a parame-
tro reale. Si cercano cioé curve u = ug(X), con c parametro reale, tali che, per ogni c fissato, si

abbiache, per ogni x 0 R \ {0}, dall'essere uc(x) =ya(X), per qualchea # 0, segua

U=t =1

9 =ya(9 = 2ax°

Poichérisulta

a= Ya(X) _ Uc(X)
X2 X2’

s ottiene |'equazione differenziale

Ulc(X) = ﬁ)zx)

Moltiplicando per 2uc(X) e integrando, si ha:
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2,0 _ X2
u.(x) =- 5t
In conclusione, s ottiene lafamigliadi elliss
X2 2 1»
u2 +5=C  conc= U(X) + 5%

Equazioni omogenee

Sono cosi dette le equazioni del tipo y'(x) = f( L)i()) conf: 1 - R funzionedi classe C sul-
I'intervallo I.
Si effettuail cambio di variabile u(x) = Y%, ottenendo I'equazione

V() = 5 (xU() =X U0) + U0 = (u(x),
dacui 000 = () - u),

che e avariabili separabili.

ESEMPI. 7) Si consideri I'equazione  y'(X) = y() [= YO)/x ].

X+ y(X) 1+ y(x)/x
vy L , , I
Posto u(x) = S ottiene I'equazione a variabili separabili u = u+T Per x > 0 ey(Xg)
>0, s ha
1 - X -
-@+Iogu(x)—-logx+c e -y(x)+logy(x)—c.
8) Si consideri I'equazione y'(X) = &))(() +tg L))(()
Y L , . R |
Posto u(x) = “y i ottiene I'equazione a variabili separabili u* = gu. Per x >0e
T .
%(/D]O, 5[, siha
logsinu(x) =logx+c=logkx;, sinu(x)=kx e sin&;():kx.

8§83. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
DEL PRIMO ORDINE

DEFINIZIONE. Un'equazione differenziale del tipo
y'() = a(x) y(x) + b(x) [=f(xy())I,

con a(x), b(x): I - R funzioni continue, su unintervallo |, & detta equazione differenziae li-
neare (completa) del primo ordine. L'equazione

y(¥) =alx) y(x)

e detta equazione differenziale lineare omogenea associata all'equazione completa.



118 - Capitolo Quattordicesimo

TEOREMA 3. Le soluzioni di un'equazione differenziale lineare omogenea del primo
ordine costituiscono un sottospazio Sdi dimensione 1 dello spazio vettoriale CL(I,R). S
hainoltre S={ceAX: cO R}, dove A(X) & una primitiva di a(x) su l.

DIM. Che Ssiauno spazio vettoriae e di verificaimmediata. Sia ora A(X) una primitiva
di a(x) sul. Dall'uguaglianza y'(x) - a(x)y(x) = 0, moltiplicando ambo i membri per e-A®X), s
ottiene

y'(X)e-AX) - a(x)y(x)e-AK) = c%< (y(x) e-AK)) = 0.
Si hadunque y(x) e-AX = ¢, dacui y(X) = ceAX. O

TEOREMA 4. Le soluzioni di un'equazione differenziale lineare completa del primo
ordine sono date dalle funzioni del tipo y(x) = z(x) + y(X), essendo z(x) una generica so-

luzione dell'equazione omogenea associata € y(x) una soluzione particolare dell'equa-
zione completa.

DIM. E immediato constatare che una funzione del tipo z(x) +y(X) & soluzione dell'equa-
zione completa. Se y(x) € y(x) sono due soluzioni dellacompleta, si constata immediatamente
che y(x) -~ y(X) € una soluzione dell'omogenea associata. [

TEOREMA 5. Una soluzione particolare dell'equazione differenziale lineare com-
pleta é data da

X
~y(X) = [eAX) - Al bt) dt,
Xo
con Xg prefissato punto di | e A(u) primitiva di a(u).

DIM. (Metodo di variazione delle costanti). Cerchiamo soluzioni del tipoy(x) = c(x)eAX),
con c(x) funzione incognitadi classe C1. Unafunzione di questo tipo € soluzione se e solo se

c'(x)eAM® + c(x)a(x)eAX = a(x)c(x)eAX® + b(x),

ossiaseesolo se c'(x)eA® = b(x).
e quindi c'(x) = b(x)e -A®X),
X
dacui s ottiene c(x) = [e-Alb(t) dt.
Xo
X
Neviene che e ~y(X) = ¢(X)eAX) = [eAX) - Alb(t) dt, O
%o

DEFINIZIONE. Il fattore eAX) - A prende il nome di nucleo risolvente.

TEOREMA 6. Per ogni Xp O 1, e per ogni yp O R, il Problema di Cauchy

EV (¥) = a(x)y(x) + b(x)
V(Xo0) = Yo

ha una e una sola soluzione y(x) definita su tutto I.
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DIM. Lagenerica soluzione dell'equazione completa é

y(x) = ceAlx) + )J(’OeA(X) - AlDb(t) dt

che e definita su |. La soluzione del Problema di Cauchy e univocamente determinata dalla
condizione iniziale y(xo) = Yo, dallaquale si ricavac = yge~ Ak, [

ESEMPI. 1) S vuol risolvere I'equazione Yy =y+X

In questo caso, € a(x) = 1, b(x) = x e A(X) = x. Le soluzioni dell'equazione omogenea sono
dunque le funzioni del tipo ceX. Una soluzione particolare della completa € data da

X X
‘y(x):([ex'ttdt: extgte'tdt: [tet-efj= -x-1+e.

La generica soluzione € dunque y(X) =ceX-x-1+eX
. . , : _1 1. _
2) Si vuol risolverel'equazione Y =xYtia s | =]0, +oof.

In questo caso, € a(x) :%, e b(x) :X—lz. Si vede subito che e A(x) = log x; le soluzioni dell'e-

guazione omogenea sono dunque le funzioni del tipo cx. Una soluzione particolare della
completa é data da

T 1 rl 1 x 1
B = - = - “Lix —
y(X) —{éogx |ogtt7dt— x{t—3dt— X[ﬁ]l‘ 2" o
La generica soluzione e dungque y(X) = CX+§_2lX_

3) Sivuol risolverel'equazione Yy =-2eXy +eX.

In questo caso, e a(x) = -2eX e b(x) = eX. Si vede subito che e A(X) = -2eX; le soluzioni del-
I'equazione omogenea sono dunque le funzioni del tipo cexp(-2eX). Una soluzione particolare
dellacompleta é data da

p exp(-2eX) ;
Y09 = [ exp(-26X + 26f)elct = S [ exp(2en2elat =
-2 1
= OPU2E) [xp(aen] s = 5[1- exp(2 - 26
La generica soluzione e dungque

Y09 = cexp(-2€9 + 5[1- exp(2 - 26¥].

Equazioni di Bernoulli

Sono dette cosi le equazioni del tipo
y'(¥) =a() y(x) + b(x)y(x)Y,

conyd R \{0,1} ea(x), b(x): | — R funzioni continue, con | intervallo aperto.
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Seey0]0,1], non e garantita l'unicita della soluzione. (fy non e sempre definital)
Seéy> 0, lafunzione nulla y(x) =0 é una soluzione.
Supponiamo y(x) # 0. Dividendo per y(x)Y, Si ottiene:

Yy _ i
Yoy~ a(xX)y(x)1- Y+ b(x).
Posto u(x) = y(x)1-V, si ottiene
u'(x) = (1 - y)a®u(x) + (1 - y)b(x),
che e un'equazione lineare e che quindi sappiamo risolvere.

ESEMPIO. 4) Si vuolerisolvere il seguente Problemadi Cauchy:

YA BT 7
Si ha 2%2() = tlgXTY0) +

dacui, ponendo u(x) =Vy(x), si ottiene:  u'(X) = u(x) tgx +§1.
Questa e un'equazione lineare, con a(x) = tgXx, b(x) :%, A(X) = - log cosx. Le soluzioni

, - C . \
dell'omogenea sono le funzioni z(x) = COSX Una soluzione della completa e

sinx—lt X
_2 g .

X X
~u(x) :t[; e AR - Abp(t) dt :ﬁ 15 costdt = 5 c%)sx

La soluzione generale € dunque

C

c 1. N2
COSX+ zth) '

c 1 :
U = goex * 210%  dacui  y(x) = (

Lacondizioneiniziale ci dice poi che deve esserec = 1.

NZIALI ORDINARIE

84 EQUAZIONI DIFFERE
DEL DINE

I
SECONDO OR

E data I'equazione differenziale

*) y' (%) = f(xy(x),y (X)) [o y" =f(xy.y)l.
conf: A — R, definitasu un aperto A di R3.

DEFINIZIONE. Si dice cheunafunzioney(x): | =]a,b[ (0 R) - R eunasoluzione della
(*) se:

1) y(X) e due volte derivabilein;

2) (Xy(X),y'(x))T O Aperogni xl;

3) Y'(¥) =f(xy(x).y (x), x Ol
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ESEMPIO. 1) Si consideri la Seconda Legge della Dinamica: E = ma. Pensiamo pure ad
un moto rettilineo. La funzione y(x) che descrive il moto in funzione del tempo x deve soddi-
sfare all'equazione my" (x) = F(x,y(X),y'(x)), in quanto la forza puo dipendere dal tempo, dalla
posizione e dalla velocita del corpo. Il moto e determinato da questa legge e dalle condizioni

iniziali: posizione (y(xg) = Yo) € velocita (y'(Xo) = 2o).
Problema di Cauchy
DEFINIZIONE. E detto Problema di Cauchy un problemadel tipo
' (9 = f(xy(¥).y (X))

(1) [¥(Xo) = Yo :
B (x0) = 2

conf: A - R, definitasul sottoinsieme aperto A di 3 e (Xg,Y0,20)T prefissato punto di A.

DEFINIZIONE. Si dice soluzione locale del problema (1) ogni funzioney: | - R, defi-
nitasu unintervallo | tale che:

1) y(X) € soluzione dell'equazione differenziale;

2) X Ointl;

3) ¥(Xo) = Yo, ¥'(X0) = 2.

TEOREMA 7. Sef: A(0 R3) —» R e continua, allora esistono un h > 0 ed una fun-
zioney: | =]xp- h, %o+ h[ - R soluzione del problema (1). Sg, inoltre, la funzione f(x,y,2)

. o ... of of . . -
e dotata di derivateparziali — e —: A —» R continue, allora la soluzione e unica. [

oy 0z

Equazioni del tipoy" =f(y)

Si consideri un'equazione differenziale del secondo ordine del tipo

y'(X) = f(y(x)), conf: JO R) - R di classe C1, e Jintervallo aperto.

Moltiplicando ambo i membri per y'(x) e integrando, si ottiene

X}Oy'(t)y (Hdt = )J)fof(y(t))y'(t)dt, con X O J fissato,
dacui

3 (Y0012 - 3 (Y (x0))2 = F(y(9) - F(y(0)),
con F'(u) = f(u). In conclusione, s ha

(Y(9)2 = 2[F(y(x)) - F(y(xo))] + (¥ (x0))?,

che é un'equazione differenziale del primo ordine (e che, con cautela, si puo ricondurre ad
equazioni avariabili separabili).
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ESEMPIO. 2) Si consideri il seguente Problemadi Cauchy:
Y(0=320; YO =VVZ  y(©O=L
Moltiplicando per y'(x) e integrando, Si ottiene
[y" @y (Ot = 3[y2(t)y (O,

da cui
20232395

Essendo y'(0) > O, cerchiamo soluzioni con derivata positiva ottenendo il Problema di

Cauchy:
g(x)=72_y3(x)
(0) = Y12
§5. EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL
SECONDO ORDINE A COEFFICIENTI COSTANTI

DEFINIZIONE. Un'equazione differenziale del tipo
y'(x) +ay'(x) + by(x) = c(x) ,

conc(x): | - R funzione continua su un intervallo aperto |, econ a,b 0 R, e detta equazione
differenziale lineare (completa) del secondo ordine a coefficienti costanti. L'equazione

y'(x) +ay'(x) + by(x) =0
e detta equazione differenziale lineare omogenea associata all'equazione completa.
Con un ragionamento analogo a quello usato per il Teorema4, s provail

TEOREMA 8. Le soluzioni di un'equazione differenziale lineare completa del secondo
ordine sono date dalle funzioni del tipo y(x) = z(x) +" y(X), essendo z(x) una generica

soluzione dell'equazione omogenea associata € y(x) una soluzione particolare del-
I'equazione completa. [

Sussiste poi il seguente risultato simile a quello della prima parte del Teorema 3:

TEOREMA 9. Le soluzioni di un‘equazione differenziale lineare omogenea del se-
condo ordine costituiscono un sottospazio Sdi dimensione 2 di C3(R,R). O

PROBLEMA. Trovare unabase di S, cioé una coppia di funzioni y;, yo: | - R tali che
ogni soluzioney: | » Rk siaunaloro combinazione lineare.
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DEFINIZIONE. Data I'equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti
y"'(X) +ay'(x) + by(x) = 0, sl chiama sua equazione caratteristica |'equazione di secondo grado

*) ZZ+az+b=0.

TEOREMA 10. Sa data un'equazione differenziale lineare omogenea del secondo or -
dine a coefficienti costanti y"(x) + ay'(x) + by(x) = 0; si indichi con Slo spazio vettoriale
delle sue soluzioni e si ponga A = a2 - 4b. Allora:

1)A>0.Se)M :'a?/A eh, =2 _2\/A sono le due radici dell'equazione caratteri-

stica (*), una base di Sé data dalle funzioni {e!X, &%} .

2)A=0.SA zg e I'unica radice (doppia) dell'equazione caratteristica (*), una base
di Sedatadalle funzioni {e\x, xe?X}.

3) A <0.Sano a :%i ep = %. (Le radici complesse dell'equazione caratteristica
sonopercioA; =a +ifeAy,=a-if.) Unabasedi Séallora {e*X cos3x, e#Xsin 3x}. [

TEOREMA 11. Sa data un'equazione differenziale lineare del secondo ordine e sia
{y1, y2} una base dello spazio Sdelle soluzioni dell'equazione omogenea associata. Allora
una soluzone particolare dell'equazione completa e data da

X
Y09 = [K(x1) (o) dt,
%o
doveil "nucleo risolvente" K(xt) e dato da

yi® Y200 pgy0  y200
y1(¥) Y209 O Dya(x-1) yo(x-1) 0
ovi® a0 @ y200 0 -
V1) y2000 y1(0) y2(0)O

Cenno di dimostrazione. (Metodo di variazione delle costanti) Cerchiamo soluzioni del
tipo y(x) = di(X)y1(x) + da(X)y2(x), con di(x) e da(X) funzioni incognite di classe C2. Si con-
stata che é sufficiente imporre a d;(x) e dy(x) di soddisfare al sistema

cd'1(%) ya(x) + d'2(X) y2(x) = 0
19 Y109 + d'2(3) Y204 = c(x)’

K(x,t) =

dacui s ricava

) YKo
1002 v v 9297 e v o
V109 Y20 V109 Y2090

Integrando da xg a x e sostituendo, si trovano di(x) e d»(X) e quindi~ y(x).

Per provare I'ultima uguaglianza, osserviamo che, per ogni t, la funzione z(x) = K(xt)
combinazione lineare di y1(X) e y»(X) ed €, pertanto, una soluzione dell'equazione omogenea
associata, e soddisfa alle condizioni iniziali z(t) = 0 e Z(t) = 1. In particolare, € soluzione
dell'omogenea anche la funzione w(x) = K(x,0). L'equazione omogenea e del tipo y" = -ay' -
by (equazione autonoma); si constata facilmente che, per tali equazioni, se y(x) e soluzione, lo
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e anche y(x + k). Si ottiene cosi che lafunzione z(x) = K(x - t, 0) € una soluzione dell'omoge-
nea per cui € ancora z(t) = 0 € z'(t) = 1. Per |'unicita della soluzione del Problemadi Cauchy
(Teorema?7), s haz(x) = z(x). O

Cas particolari

Selafunzione c(x) e di tipo particolare, laricercadi una soluzione y(x) puo risultare facili-
tata.

1) Siac(x) = P(x) e\, con A O R e P(x) polinomio.
- Se A non e radice dell'equazione caratteristica,”y puo essere ricercata frale funzioni del tipo

~y(X) = Q(X) e\, con Q(x) polinomio e grQ(x) = grP(x).

- Se A e radice dell'equazione caratteristica con molteplicitay (< 2), "y puo essere ricercata
fralefunzioni del tipo

~y(X) = xYQ(X) X, con Q(X) polinomio e grQ(x) = grP(x).

2) Siac(x) = e®XP(x) cosBx [0 c(X) = e®*P(x) sin Bx] con a, 0 R, P(x) polinomio.
- Sea + i3 non éradice dell'equazione caratteristica,”y puo essere ricercata fra le funzioni del
tipo

“Y(X) = eX(Qu(x) cos Bx + Q2(X) sin Bx), con grQs1(x) =grQa(X) = grP(x).

- Se a +if3 e radice dell'equazione caratteristica (necessariamente di molteplicitay = 1, dato
che deve essereradice anche a - i3),”y puo essere ricercata frale funzioni del tipo

“Y(¥) = xe™(Q1(x) cosBx + Q2(x) sin Bx), con grQy(x) =grQz(x) = grh(x).

Sara poi utile tener presente il seguente risultato di immediata verifica noto col nome di
Principio di sovrapposizione:

l Posto L(y) = y" +ay' + by, daL(y1) = c1 eL(y2) = Cp, segue L(y1 + y2) = C1 + Cp,

che permette, spezzando il termine noto nella somma dei suoi eventuali addendi, di ricondurre
il problema dellaricercadi™y a sottoproblemi pit semplici.

ESEMPI. 1) Risolvere I'equazione y' +y -2y =xeX

Le radici dell'equazione caratteristica sono 1 e -2; quindi le soluzioni dell'equazione omo-
genea sono le funzioni cieX + cye “2X, Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione
completa. Siccome il termine noto & xeX e il numero 1 é radice semplice dell'equazione carat-
teristica, cerchiamo una soluzione particolare del tipo y(x) = xeX(ax + b) = eX(ax2 + bx).
Sostituendo nell'equazione data, si trovano i valori a = 61 eb=- % Le soluzioni dell'equazione
completa sono percio le funzioni



Equazioni Differenziali - 125

2
Y(X) = C1€X + Coe "X + X (% - é)

2) Risolvere I'equazione y' -y =x3-2+6eX

Le radici dell'equazione caratteristica sono 1 e -1; quindi le soluzioni dell'equazione omo-
genea sono le funzioni cieX + cye “X. Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione
completa. Siccome il termine noto € la somma di un polinomio e di X, per il Principio di
Sovrapposizione, risolviamo separatamente i due problemi che si ottengono con c;(X) = x3 - 2
e Ccx(x) = eX. Nel primo caso, cerchiamo soluzioni del tipo €% Q(x), con Q(x) polinomio di
terzo grado: si trovail polinomio Q(x) = - x3 - 6x + 2. Nel secondo caso, siamo in una situa-
zione analoga a quella dell'esempio precedente: cerchiamo percio una soluzione del tipo™ y(x)

= kxeX; s trovail valorek = % Le soluzioni dell'equazione completa sono quindi le funzioni

Y(X) = C1€X + coe X - X3 - BX + 2+%xe><.

3) Risolvere I'equazione Y +Y=ghx

sul =]0,1.

Leradici dell'equazione caratteristica sono *i; quindi le soluzioni dell'equazione omogenea
sono le funzioni cycosx + cpsinx. Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione com-
pleta; in questo caso, utilizziamo il metodo generale, assumendo Xg = 2. Si ha

Y0 = [KKY gngdt

con
rcost sintp
[kosx sinx[ . .
K(x,t) = ————--——=9nxcost - cosx sint.
B cost sSint 0
[Fsint cost
E dunque:

X . .
“y(x) = snxcos;h(t:osxsntdt =gnxlogsinx-0- (x - T/2) cosx.
2

Le soluzioni dell'equazione completa sono percio le funzioni

y(X) = c1coSX + CosinX + sinxlog sinx - (X - TY2) Cosx.

ZIALI LINE
ICIENTI CO
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mm
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DEFINIZIONE. Un'equazione differenziale del tipo
*) Y + ary( - D(X) +azy(n=2A(x) + ... +any(x) =c(x)

con c(X): | - R funzione continua, | intervallo, ay, ..., an O R, é detta equazione differen-
ziale lineare (completa) di ordine n a coefficienti costanti. L'equazione



126 - Capitolo Quattordicesimo

Y3 + ary(- D(x) +agy(-(x) + ... +any(x) =0

e detta equazione differenziale omogenea associata all'equazione compl eta.

DEFINIZIONE. Si dice cheunafunzioney: I(0 R) - R eunasoluzione della (*) se:
1) y(X) e nvolte derivabilein I;

2) y((x) + ary(M-D(x) +axy("-2(x) + ... + any(X) =c(x), O x O 1.

TEOREMA 12. Le soluzioni di un‘equazione differenziale lineare completa di ordine
n sono date dalle funzioni del tipo y(x) = z(x) + y(X), con z(X) generica soluzione del-

|'equazione omogenea associata € y(X) soluzione particolare dell'equazione completa. [

TEOREMA 13. Le soluzioni di un'equazione differenziale lineare omogenea a coeffi-
cienti costanti di ordine n costituiscono un sottospazio S di dimensione n dello spazio
vettoriale C'(R,R). O

PROBLEMA. Trovare unabase di S, cioé n funzioni y1, ¥> ..., Yn: | - R tali che ogni
soluzioney: | — R siaunaloro combinazione lineare.

DEFINIZIONE. Data I'equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti
y(N(x) + a;y(n - D(x) + axy("-2)(x) + ... + apy(X) = 0, sl chiama sua equazione caratteristica
I'equazione di grado n

*) N+ 1+a"-2+ .. +ap=0.

TEOREMA 14. Sa data un'equazione differenziale lineare omogenea di ordine n a
coefficienti costanti y(MW(x) + a;y(N-D(x) + apy(N-2)(x) + ... + any(X) = 0. Seay,ao, ..., Of
sono leradici reali della (*) e B1 x iy1, B2 £ iVy, ..., Bs % iys quelle complesse (a due a due
coniugate), di molteplicita rispettive i, W, ..., Ur €V1, Vo, ..., Vs, Una base dello spazio
vettoriale S e data dalle funzioni:

X xgliX | xHi-1gdiX
gi2X xgl2X | xi2-1 X
eorX  xgdrX | xHr-1garX
ePX cosyyx, xePXcosypx, ... X1~ 1ePX cosy;x,

fXgnyix, xePXsinyx, ... x1-1PXgnyx,
eP2X cosyox,  xeP2Xcosyox, ... xV2 " 1ePX cosysx,
ef2Xginyx,  xePXsinyx, ... xV271ePXgnyx,

ePsX cosyex, xePXcosysx, ... XVs lePXcosysx, [
ef¥sinyex, xePXsinyex, ... x's™lePXsinyex.

TEOREMA 15. Sa data un'equazione differenziale lineare di ordine n e sia {ya,y»,
..., Yn} una base dello spazio Sdelle soluzioni dell'equazione omogenea associata. Allora
una soluzone particolare dell'equazione completa e data da
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“Y(X) = } K(x,t) c(t) dt,
X0

doveil "nucleo risolvente" K(x,t) € dato da

yi®) ... yn(D)
yi) ... yn(D)

Hgn'z)(t) -y 2
yid ... yn(¥)
o y® - o o

DYl(t) oY) []

K(xt) = .0

O -~ -~ - 0
2 . " Yo 0O

Casi particolari

1) Siac(x) = P(x) e, con A O R e P(x) polinomio.
- Se A non e radice dell'equazione caratteristica,”y pud essere ricercata frale funzioni del tipo

~y(X) = Q(X) e, con Q(x) polinomio e grQ(x) = grP(x).

- Se A eradice dell'equazione caratteristica con molteplicitay,”y puo essere ricercata frale
funzioni del tipo

~y(X) = xYQ(X) erX, con Q(X) polinomio e grQ(x) = grP(x).

2) Siac(x) = e9XP(x) cosBx [0 c(X) = ed*XP(x) sin 3x] con a,3 O K, P(X) polinomio.
- Sea + i non e radice dell'equazione caratteristica,”y puo essere ricercata frale funzioni del
tipo
~Y(X) = eM(Qa(x) cosPx + Qz(x) sin BX), con grQ(x) =grQz(x) = grP(x).

-Sea +if éradice dell'equazione caratteristica con molteplicitay,”y pud essere ricercatafra
le funzioni del tipo

TY(X) = xve™(Q1(X) cos Bx + Q2(x) sin Bx), con grQi(x) =grQz(x) = grP(x).
Sussiste ancorail Principio di sovrapposizione:
I Posto L(y) = (W + a;y("- 1) + azy(n-2) + ... + apy, da L(y1) = ¢1 e L(y2) = Cp, segue

L(yr +Y2) =C1+Cy,

che permette, spezzando il termine noto nella sommadel suoi eventuali addendi, di ricondurre
il problema dellaricercadi”y a sottoproblemi pit semplici.
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ESEMPI .- 1) Risolvere I'equazione y'-y' ty -y=eX

Le radici dell'equazione caratteristica sono 1 e +i; quindi le soluzioni dell'equazione omo-
genea sono le funzioni c;€X + ccosx + c3sinx. Cerchiamo una soluzione particolare dell'equa-
zione completa. Siccome il termine noto € elX e il numero 1 é radice semplice dell'equazione
caratteristica, cerchiamo una soluzione del tipo™ y(x) = axeX. Sostituendo nell'equazione data,

S trovail valorea = % Le soluzioni dell'equazione completa sono percio le funzioni
. 1
y(X) = C1€X + CoCOSX + C3SinX +5 xeX,

2) Risolvere I'equazione y@ +2y" +y=1.

Le radici dell'equazione caratteristica sono +i; ciascuna con molteplicita 2; quindi le solu-
zioni dell'equazione omogenea sono le funzioni c;COSX + CpX COSX + C3SINX + C4X SINX. Si

vede poi subito che lafunzione™y(x) = 1 & una soluzione particolare dell'equazione completa.
L e soluzioni dell'equazione completa sono percio le funzioni

Y(X) = C1COSX + CoX COSX + C3SinX + Cgx Sinx + 1.

1
1+eX

Leradici dell'equazione caratteristica sono 0 e £1; quindi le soluzioni dell'equazione omo-

genea sono le funzioni ¢, + c,eX + czeX. Cerchiamo una soluzione particolare dell'equazione
completa. Assumendo xg =0, s ha

3) Risolvere I'equazione y' -y =

X
_ _ 1

y(X) —[EK(x,t) 1+d etdt
con
Nl et et
0 t
DO e -e
1 eX eX
nl et et
Do et - et
U
[0 e et

1’
X
+
™
N

K(xt) =

OO OO oo od
1

E dunque:
_ 1 g-X+ex-t.2 _eX J’ert

=2 fea MY 2‘0[62t(1 o ‘o[1+

=%[|Og(1+ex)-|092] +%[Iog(1+e><)-x ~eX -log2+1] +
+[log(1 + &) - log 2].

[Per il calcolo del secondo integrale, si effettua la sostituzione X =u.]
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Equazioni di Eulero

Sono dette cosi le equazioni del tipo
Xy ((x) + agx - YN -1(x) + ... +an- 1y (X) + any(x) = c(x),

ai, a, ..., an 0 R, c(X): | - R funzione continua, | intervallo. Si effettua la sostituzione x =
e, seex>0[x=-et, seéx < 0], ottenendo un'equazione lineare a coefficienti costanti.
Proviamolo per n=2en = 3. Posto, per x> 0, u(t) = y(¢), s ha:

UM =y(ee, u'(t)=y'(ehe?+ y(ehe, u"(t)=y"(e)ed +3y"(e)e? +y(ehe,
da cui y(et) = u(t), y'(eh) = u'(t)et,
y'(e) = [u"(®) - u(®)]e-Z, y"(eh) = [u™(t) - 3u"(t) + 2u'(t)]e 3L
Posto, per x< 0, u(t) =y(-e!), s ha
u'(t) =-y(-ehe, u'(t) = y'(-eh)e?t-y(-ehe,, u"(t) =-y"(-e)e3 +3y"(-e)e? -y (-e)e,
dacu yee)=u®), () =-uet
y'(-e) =[u"(®)-u®le?, y"(-e)=[-u"(t)+3u"(®) - 2u'(t)]et
L'equazione x2y" (X) + ayxy'(X) + apy(X) = c(X) diventa, nei due casi,
u"(t) + [ag - 1u'(t) + apu(t) =c(eh)  [= c(-€9].
L'equazione x3y"'(X) + a;x2y" (X) + axxy'(X) + agy(X) = c(X) diventa, nei due casi,
u"'(t) + [ag - 3Ju"(t) + [az - a1 + 2]u'(t) + asu(t) = c(et) [= c(-eb].
ESEMPI .- 1) Risolverel'equazione x2y"(x) + xy'(X) - y(x) = 1.
Posto, per x> 0, x = et, s ottiene |'equazione
u'@®)-u) =1

che ha per soluzioni le funzioni c,€' + coet - 1; si ricava che le soluzioni dell'equazione data
sono le funzioni

CiX + c2% -1
2) Risolvere I'equazione x3y"'(X) - xy'(X) + y(X) = logx; x> 0.
Posto x = €, si ottiene I'equazione u™'(t) - 3u"(t) + u'(t) + u(t) =t.

L'equazione caratteristica haleradici 1 e 1 £V 2; sono dungue soluzioni dell'equazione omo-
geneale funzioni c et + ce( + V2t + c3el-V 2, Si vede poi che una soluzione dell'equazione
completa e data dalla funzione  u(t) =t - 1. In conclusione, le soluzioni dell'equazione data
sono le funzioni

y(X) =cix+ cox1*V2) + cax(1-V2) + logx - 1.
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Ci occuperemo di sistemi del tipo
' (X) = au(x) + bv(x) + f(x)
/09 = cu() + dv() +g() °
conab,cdO R, f,g: I(0R) - R diclasseC?, | intervallo.

Una soluzione del sistema e una coppia di funzioni (u(x),v(x)) con u,v: I — R derivabili
che soddisfano su | alle equazioni date.

Si vede anzi che una soluzione (u(x), v(x)) deve essere formata da funzioni di classe C2 su
I. Derivando i due membri della prima equazione e sfruttando la seconda, si ottiene:

u"(x) =au'(x) + bv'(x) + f'(x) =
= au'(x) + b(cu(X) + dv(x) +9(x)) +f'(x) =
= au'(x) + bcu(x) + d(u'(x) - au(x) - f(x)) + bg(x) + f'(x).
In conclusione, s ha
u"(x) = (a+ d)u'(x) + (bc - ad)u(x) + bg(x) - df(x) + f'(x).

Questa e un'equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. La s risolve e si so-
stituiscono le espressioni di u(x) e u'(x) nella prima equazione ricavando cosi anche v(X).

ESEMPI. 1) Si vuol risolvereil sistema

'(X) = u(x) +v(x) +1
%v'(x) =u(X)-v(X) +x

Derivando la prima e sfruttando la seconda, si ha
u'(x) =u'(x) + V() = u'(x) + u(x) - v(x) +x=2u(x) + x+ 1.
Si ottiene cosi I'equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti
u'(x) - 2u(x) =x+1

la cui soluzione generale & u(x) = cre VX + cpe -V2x - %(x +1).
Sostituendo nella prima equazione, si ottiene
VOO = U() - U - 127208V - Y2008 V2X- 1 - cie V2K - e V2K + J(x +1) - 1=
= (V2-1)ceV? - (V2 + 1)ceV2x +%x - 1.

2) Si vuol risolvereil sistema
' (X) = u(x) + eX
%/(x) = u(x) - v(X) + cosx

In questo caso si pud procedere in maniera piu diretta, dato che nella prima equazione
compare una sola delle due incognite. Procedendo come ormai ben sappiamo, si trova facil -
mente che |le soluzioni della prima equazione sono le funzioni
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u(x) = (cp + x)ex.
Sostituendo nella seconda equazione, si ottiene

V'(X) + v(X) = (c1 + X)X + COSX,

da cui
X
V(X) = coe X +[e-x+1t[(cy + t)el + cost]dt =
X0
X
=ce X +e - X[[e2(c + 1)+ e cost]dt = coe- X + e~ X[F(X) - F(xq),
Xo
con

F() = 7e2(2 +2¢; - 1) + 3é(cost +sint),

8§8. ESERCI1 ZI

1) Risolverei seguenti Problemi di Cauchy:

2x-3 .
( (

0, ; ;
1) =Yo 1) =Yo V(O) = Yo J(1)=1

Ve [Ee, y=207

Jay=0 DO=Y V() = y(1) = 1 [ Pongau=y].

2) Trovare letraiettorie ortogonali alle famiglie di curve:
a)y=ax; b) xy = a.
3) Risolvere le seguenti equazioni differenziali lineari:
y=-xy+x3;, y=ysinx+sn2x; y'+y =sdnx;
y'-dy =42 Y -2y +y =0 y' -y = xeX;
y"' +Yy =X COsX; Y'-2y +2y =eX+ 1 y' -y =(3-xe2  y'-y'+y -y=xeX+1;

YU -2y 4y =X y-y=l+es YU +3y'=0 Yo+ +y =1

4) Risolvere |e seguenti equazioni differenziali:

y=2y1-2)  y=21Y:  y=wlogy,
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1
y=(@+yactgy,  y==7: y=y2logx

X+1

y=20y(x+1; Y=y YEXCHY
s _ X+ " .
Y=ioy: OYTEX-y=0y =gy
y = 2xy +x3y3; X2y" + 4xy' +2y:)1(;

@y -2y +2y=logs  (x+Dy +y - Yo =0,
5) Risolvere i seguenti sistemi di equazioni differenziali lineari:

=V i =-v-1 M'=u-v+2

A =-u’ A =u+x"’ H/':-u+v+x;

V+u+v+2u=0  @W+u-v=eX
B -U+3v+4u=0" [{/+4v+u=x+3 "

6) s risolvano i seguenti problemi di Cauchy:

=2y -y 2y =+l
V0)=0 ; [H0)=0 ;
©=1 F(0-=1

7) Si provi che ogni funzione u: A(D R2) - R differenziabile sull'insieme aperto A e posi-
tivamente omogenea, ossiatale che

u(tx,ty) =u(x,y), 0t>0,0(xy)T OA,

e soluzione dell'equazione differenziale alle derivate parziali
ou ou

X—(xy) +y_—(xy)=0.
X ay

[®. Per ipotesi, lafunzione u e costante sulle semirette { (tx, ty)T: t > 0} ; & dunque costante

lafunzione F: ]0, +eo[ — R definitada F(t) = u(tx, ty). LaF e derivabile, con derivata identi-
camente nulla]



