CAPIT-7 versione aggiomata al 8/5/96

CapriToLO VI
EQUAZIONI NON LINEARI

1. INTRODUZIONE
In questo capitolo verranno presentati dei metodi per la risoluzione delle equazioni
del tipo

f(x)=0, (7.1)

dove f(x) & una funzione di R" in R" che si assumera essere continua e spesso anche
derivabile una o piu volte. Le soluzioni sono dette radici (o zeri) della funzione f e sono
vettori dello spazio R".

Va osservato che il caso delle equazioni scalari (n=1) presenta delle
caratteristiche sostanzialmente diverse dal caso dei sistemi di equazioni (n>1) inquanto
lo spazio R (a differenza di R" ) & totalmente ordinato ed in esso vale il seguente teorema:

Teorema di connessione: Se la funzione f(x) & continua nell'intervallo [a,b] e soddisfa la
condizione f(a)f(b)<0 allora f(x) ammette almeno uno zero interno ad [a,b].

Al contrario in R" non vale un teorema analogo. Si consideri infatti il seguente
sistema in R:

f1(x,y):= x-3=0
f2(x,y):=x+y2-1=0

e si osservi che, sebbene nel punto (-5,0) le componenti di f siano entrambe negative e nel
punto (5,0) siano entrambe positive, il sistema non ammette soluzioni in R?,

Il totale ordinamento di R ci consentira spesso di trattare le equazioni scalari in
modo piu semplice ed approfondito, ma prima di distinguere i due casi facciamo alcune
considerazioni che valgono in generale e che stanno alla base dei metodi che verranno
proposti.
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Problemi equivalenti di punto fisso:

Cominciamo con l'osservare che ogni equazione del tipo (7.1) pud essere
tranformata in un problema equivalente di punto fisso del tipo:

X=@(X).

dove ¢(x) & ancora una funzione di R" in R".
L'equivalenza sta nel fatto che l'insieme di tutti gli zeri di (7.1) coincide con l'insieme di tutti
i punti fissi di ¢(x) (cioe i punti che rimangono fissi sotto I'azione della funzione o).

Non é difficile trovare problemi equivalenti di punto fisso. A titolo di esempio si
osservi che (7.1) e equivalente a ciascuno dei seguenti problemi di punto fisso:

per n=1 x=x+cf(x) Vv c=0,
x=x+g(X)f(x) Vg tale che g(x)=0 per ogni X,
x=x+cf(x)  Vc#0.

per n>1 x=x+Af(x) VA matrice non singolare
x=x+A(X)f(x) VA(X) non singolare vx

Il nostro obiettivo sara quello di trovare problemi di punto fisso equivalenti a (7.1)
per i quali l'iterazione di Picard:

Xir1 =0(Xy), con X, assegnato,
converge.
Poiche la funzione ¢, che viene detta funzione di iterazione, € supposta
continua, é evidente che il limite della successione {x,}, se esiste, € un punto fisso.
In quanto alla convergenza vale il seguente teorema per il quale definiamo I'errore al
passo k-esimo

ex:=lix Xl

dove || - || € una norma di R" e x*=¢(x*) & il punto fisso di (x).

Teorema di convergenza (7.1):

A) Se per ogni punto x di un intorno Uy« di x* vale la relazione

193



[IX"-o()l|<c]|x"xI| con 0<c<1

allora per ogni punto iniziale x, eUy« la successione di Picard e convergente e vale

la seguente stima dell'errore:
€1 < CI(-Hl'eo (7-2)

B) Se per ogni punto x di un intorno Uy« di x" vale la relazione

||X*-p(X)||<d]||x*-x||P con d=0, e p>1,

allora, per ogni punto X,di Uy« tale che

a:= d||x"-x,|[P1<1, (7.3)
la successione di Picard uscente daXx, € convergente e vale la seguente stima

dell'errore:
plrd) g

e..<|a e, (7.4)

Nel caso A) si dira che la successione € convergente ed ha ordine di convergenza
uguale a 1. Nel caso B) si dira che la successione € localmente convergente ed ha
ordine di convergenza uguale a p. Le costanti ¢ e d sono dette costanti
d'iterazione o costanti d'errore.

Dim. Nel caso A), per ogni punto X, €Uy« il suo trasformato x; =¢(x,) appartiene

ancora a Uy« poiché c<1. Lo stesso accade per il punto X, =¢(x,), € cosi di seguito per

tutti i punti della successione {x,}. Si ha quindi, per ogni k:

X Xesall = X -0 (x| < clIX™x,l,

e inoltre

XKl < CX K ql] ..o XK1

La relazione (7.2) e quindi verificata per ogni k ed inoltre, poiché c<1, la successione
converge.

Nel caso B), si ha
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X" ] = [IX" 0 (Xo) I < dIX™Xo [P = dIX"-Xo] P H]X"Xo|]

Di conseguenza, se il punto x, appartiene ad un intorno V,x (c Uyx) cosi piccolo da

soddisfare l'ipotesi (7.3) allora si avra
(X" || <a [IX"™Xoll

e quindi anche x, appartiene a V,x e, a maggior ragione, a U,. Analogamente per X, Si
ha:

XXl = [IX-(x)I| < dlIX™Xg|[P = d][X"-xy][PH[IX"Xg[|<a [[X"-xy|
e, in generale, per ogni k:
X" Xicaall = [0 < XXl P = dlX "Xl PHIX "Xl l<a [[X"-xic|[<@H XX .
Cio garantisce la convergenza della successione {x.}.

Inoltre la relazione |[|X"-X,,,|| < d||X"-x«||° applicata in modo ricorsivo su k, consente
una stima piu precisa dell'errore:

€1 < d(e) P< d(d(e1)P)P = d P(e, 1) P < d1*P(d(y,)P) P°=

A1 e, )P << dirrr P )P

(k+1) _
Poiché 1+p+p2 +---+pk:p—ll, si ha:

pk+ _q ey

K (k+1) — (k+1) e
14p+... _ -1 R
d-"PTTP ()P =d P (e)P eo—[d eo} €o

1
p-1

1
p-1
Per l'ipotesi (7.3) fattasu e, ,siha d P eg=a <1,equindilatesi ®

Per avere una idea piu concreta di quella che puo essere la velocita di convergenza
di un metodo di ordine p>1, si consideri il caso p=2 e si supponga di conoscere un punto
1

. p-1 ) : . . : . o
X, perilquale a <10 La stima (7.4) ci assicura le seguenti maggiorazioni dell'errore:

e,<107e,.

195



e;<107e,.
e, <10,
e; <10,
e <10%%,,.
ecc...
Per un metodo di ordine p=3 si avrebbe:

e,<10%,,.
e, <10%%,,.
e, <10%%,,.
ecc...

2. EQUAZIONI SCALARI

Il metodo piu elementare e piu generale per I'approssimazione di una soluzione del
problema (7.1) in R e il metodo dicotomico, basato sul teorema di connessione, che

. : . . a+b
consiste nella seguente procedura. Si considera il punto centrale

dell'intervallo [a,b]

. a+b — R . - . .

ed il valore f — Se quest'ultimo & = 0, si definisce un nuovo intervallo I =[a;,by] i

. . . a+b .

cui estremi sono dati dal punto centrale 5 e da quel punto, scelto tra a e b, nel quale il
s . [(a+b . .

segno di f & opposto al segno di f — In tale modo abbiamo costruito un nuovo

intervallo 1,, di ampiezza b—Ta, per il quale si ha ancora f(a;)f(b;)<0. Si procede

successivamente in maniera analoga costruendo una successione di sottointervalli

. , , , b-a . : .
Ih =[an,bp], di ampiezza rispettivamente —=, ciascuno dei quali contiene almeno una
2

radice di f(x).
Il metodo €, in generale, molto lento ma ha i seguenti pregi:

1. converge anche in presenza di piu soluzioni,
2. non richiede alcuna proprieta della f(x), oltre la continuita,
3. dispone di una stima "a priori" dell'errore.

Per tali ragioni il metodo dicotomico € spesso usato per lindividuazione di intorni

sufficientemente piccoli contenenti la radice cercata, sui quali applicare uno dei metodi
iterativi localmente convergenti che ora descriveremo.
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Una prima classe di metodi sono ottenuti approssimando, ad ogni passo n
dell'iterazione, la funzione f(x) con una retta r passante per il punto (x,f(Xn))-

f(x)

n+ n
La generica retta r (non verticale) passante per il punto (x,,f(x,)) ha equazione
y=(X-X)Kntf(Xp), con kheR (7.5)

e si annulla nel punto

f(Xn)
Xn+1 =Xp-
n+ n kn

che viene preso come punto successivo dell'iterazione.
In questa classe si possono inquadrare vari metodi che sono caratterizzati dalle
particolari scelte del parametro kp, al variare di n. Si puo cosi definire il:

f(xn)—f(a)
-a

n

metodo delle corde k,=f[x,,, a] = per qualche a prefissato,

metodo di Newton (detto: metodo delle tangenti)  k,=f'(x),

k.= f(Xn +f(Xn)) —f(Xn)
n= )

metodo di Steffensen
f(xn)

alcune varianti del metodo di Newton.

Diamo ora un semplice criterio per la determinazione dell'ordine di convergenza di
un metodo iterativo applicato ad un particolare problema f(x)=0.

Teorema 7.2.

a) Se o(x) é di classe cl, lo'(x")|<1 e |(p(2)(x*)|¢0 allora esiste Uy« ed una costante

c, taliche O<c<le
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IX-p(X)[<c|X*-X]  VXeUyx
cioe il metodo converge con ordine 1.
b) Se o(x) & diclasse CP, p>1, e |o¥()=0 per =1,2,..p-1 e [oPx)20,
allora esiste U, ed una costante d=0 tali che
= X-o(X)|<d|x"-x[Pcon  VxeUy«

cioe il metodo converge localmente con ordine p .

Dim. La dimostrazione segue immediatamente dalla sviluppo di Taylor della

funzione o(x) nel punto x*.
Nel caso a) poiché |¢'(x")|<1 allora esiste un intorno U« tale che C=maXtey,, lo"(t)]

<1. Per ogni xeUy« si ha:
®(X) = @(x*) +(x-x*) @'(n), con neUyx.
e poiché o(x*)=x*, si ottiene:
| () -x*|< c|x-x*|
Nel caso b), per ogni x appartenente ad un intorno Uy« sSi ha:

(x=x*)

_x*)P-1 p
uq)(p-l)(x*) + 0P ).

P00 = 00¢) + (X)) +t T p!

che, per le ipotesi fatte, si riduce a:

—x*\P
(P(X) =x* + %@(p)m)

Da quest'ultima si ricava la relazione:
IX-p(x)|<d|x"-x?

1 .
dove d:—lmaxteux* |(p(p)(t)| e la costante d'errore.®
p!

Il metodo delle corde.

Supponiamo che nellintervallo [a,b] sia f(a)f(b) < 0. Il metodo delle corde é dato
dalla formula ricorsiva:
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f(Xn)
X+ =50 T ) - fa)

Per verificare la convergenza locale e l'ordine di convergenza del metodo, utilizziamo |l
__fx)

f(x)-f(a)
X—a

teorema 7.2. La funzione di iterazione & ¢(x):= X e si vede facilmente che

f'(x*)(x*-a)
f(a)

X*—a . - . - ..
e sempre opposto al segno di f'(x*). Inoltre se a e sufficientemente vicino a

o'(x*)=1+ <1 per ogni a di un intervallo nel quale la radice x* € unica. Infatti il

segno di

X* si ha |¢'(x*)|<1 e quindi, per il teorema 7.2, esiste un intorno U, dove sono verificate le

ipotesi di convergenza locale di ordine 1. Quindi vale il seguente teorema:

Teorema 7.3. Se la funzione f(x) € di classe ce f'(x*)=0, allora esiste un intorno
Uy«(=[a,b]) nel quale il metodo delle corde & localmente convergente con ordine di

convergenza p=1, e con costante d'errore:
1 maxy,, | (1)l
con c=— -— ——|b-a|
2 ming, [f(0)]

Per trovare in concreto l'intervallo Uy«=[a,b] del teorema 7.2 e la corrispondente

costante d'errore ¢, consideriamo la formula di Newton sui nodi a ed x calcolata nel punto
fisso x*

Fx%) = £(x) + (x*X) flax] + (x*-X) (x*-a) f”;”)

0= (x~o(x)) flax] + (*x) (x*-a) -V

2
0= (x"-000) F(p) + (x*x) (x*-a) 11
: max;ay,, 7' (0)
Ix*-p(X)| = LIF [x*-x| |(x*-a)| LT, |(x*-a)| |x*-X].

2 17(p) 2 Ming el f (0

Si osservi che per ottenere tale stima abbiamo assunto che la funzione f(x) sia di classe
C? e che f'(x*)=0.

. 1 maxiey,, [ (1)l _ . .
Se Uy« e tale che c==— ——|(x*-a)|<1 allora il metodo converge per ogni punto di
2 mingcy, .« f' (1)

partenza in Uysx.

Esempio: Sia f(x)=eX+x2-2. Si osservi che f(0)=-1 e f(1)=e-1=1.7.. e quindi in [0,1] c'¢ una
radice di f. Poiche f(x)=eX+2x >0 per ogni x in [0,1], la radice € unica. Si verifichi se il
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metodo delle corde € localmente convergente in [0,1] ed in caso contrario si determini un
sottointervallo di convergenza.

Il metodo di Newton e le sue varianti.

Uno dei metodi piu noti ed efficaci per la soluzione dell'equazione f(x)=0 & il
metodo di Newton. Esso consiste nella seguente formula iterativa:

f(Xn)
Xn+l = Xn - f:(Xn ) .
n

che corrisponde a prendere, nel fascio di rette (7.5) passanti per (x,.f(xp)), la retta
tangente.

Come si vede, il metodo si applica a funzioni derivabili per le quali la derivata prima & = 0
almeno in un intorno del punto fisso x*, altrimenti l'iterazione potrebbe non essere ben
definita. Osserviamo subito che vale la seguente proprieta:

TEOREMA 7.4. Se la funzione f(x) e di classe c?e f'(x*)=0, allora esiste un intorno Uy« nel

quale il metodo di Newton é localmente convergente con ordine di convergenza
p=2, e con costante d'errore:
_1 maxey,, [f (0]

2 mingy,, [f' (1)

Poiche f'(x*)=0, il metodo e ben definito in tutto un intorno di x*. Inoltre, dalla

derivazione della funzione di iterazione ¢(x):=x - % si ottiene immediatamente ¢'(x*)=0
X

e quindi, in base ai teoremi 7.1 e 7.2, il metodo e localmente convergente con ordine p=2.
Infine, per il calcolo della costante d, si considera il seguente sviluppo di Taylor della
funzione f(x):

*_y)2
1) = 109 + (09 + XXy

Dividendo entrambi i membri per f'(x) , si ottiene:

_fx) Lo, 1 2 f'(n)
0= F X 2075
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e Low 2f'()
P(X) - X* = 2(X X) (%)

lzl. maxteUX* ()]

00 - x4 < [x* X2 — .
2 mingay,, I (1)

In questo caso, in accordo col teorema 7.1, l'intorno [a,b]=Uxdi convergenza locale deve

essere tale che, in ogni suo punto x,, la costante a:= d||x™-x,|| sia <1.

Esempio. Si determini un intervallo di convergenza locale del metodo di Newton
relativamente al calcolo di +/2 vista come radice positiva dell'equazione x2-2=0

Variante del metodo di Newton per radici multiple.

Nel caso che la radice x* sia doppia, cioe che sia f(x*)=0, f(x*)=0 ed inoltre f"(x*)=
0, e evidente che il metodo di Newton & ancora ben definito in un intorno sufficientemente
piccolo di x* dove la f'(x)=0 per tutti i punti diversi da x*. In tal caso pero il metodo, che
rimane localmente convergente, converge con ordine p=1. Cio si verifica direttamente, in
base al teorema 7.2, derivando la funzione di iterazione per la quale si ha (con la regola
dell'Hopital):

¢'(X*) = -1/2.

D'altra parte si verifica facilmente che la seguente variante del metodo di Newton:

f(xn)
f'(Xn)

Xn+1 = Xp =2

€ ancora convergente con ordine p=2. In questo caso la funzione di iterazione & @(x):=X -

f(x)

m per la quale ¢'(x*)=0. Si osservi pero che, dal punto di vista computazionale, la
X

formula e instabile in prossimita della soluzione x*, dove si avvicina ad una forma
indeterminata del tipo 0/0.

Piu in generale, vale la seguente proprieta:
TEOREMA 7.5. Se la radice x* ha molteplicita s, cioe se

fx)=f(x*)=..=fDx*=0 ed &) (x*)=0,
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allora il metodo iterativo:

f(Xn)
f'(Xn)

Xn+1 =Xpn =S

e localmente convergente con ordine di convergenza p=2.
La dimostrazione segue immediatamente dall'applicazione del teorema 7.2.

Se, viceversa, non si conosce la molteplicita della radice x* allora si osserva che

per la funzione u(x):= 109 il punto x* € una radice semplice e quindi si applica il metodo

' (x)

di Newton che diventa, in termini di f(x) e di f'(x),:

(X)) (Xn)
[F0)]* = 00" (X))

Xn+1 =Xp —
Considerazioni geometriche sull'iterazione di Newton, rendono intuitiva la seguente
proprieta:

TEOREMA 7.6. Se la funzione f(x) mantiene costante il segno di f e di f'in R, allora il
metodo di Newton converge per ogni punto iniziale x, e, a parte eventualmente il
primo passo, l'iterazione converge in modo monotono.

(%)

Il metodo di Steffensen.

Un metodo che conserva l'ordine 2 ma non richiede l'uso della derivata di f e il
metodo di Steffensen che consiste nell'iterazione:
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B f(xp)
Xn+1 = Xp = f(xn +f(xn))-f(xn)
f(x,)

Essa e ricavata dall'iterazione di Newton dove, per ogni punto della traiettoria, la derivata
f'(X) & sostituita dal rapporto incrementale con incremento f(x).

Attraverso il teorema 7.2 si verifica facimente che il metodo é localmente convergente con
ordine 2 in quanto la derivata della funzione di iterazione si annulla in x*.

[l metodo delle secanti
Una variante molto utile del metodo di Newton é data dal seguente metodo delle secanti:

f(xp) f(xp)
X =Xp — =Xp — ——— n=>1,
n+l = f(xn)—f(xp-1) " f[Xn_l,Xn]
Xn —Xp-1

con X, X, dati.

Esso si ottiene dal metodo di Newton sostituendo il valore f(x,) con il rapporto
f(xn)—f(Xn-1)
Xn =Xn-1

incrementale costruito sugli ultimi due passi dell'iterazione.

Il metodo delle sacanti non rientra nella classe dei metodi iterativi di Picard perche si
presenta come un metodo iterativo a 2 passi e per esso non valgono i teoremi
precedenti. Cionondimeno, in ogni intorno nel quale il rapporto incrementale € ben
definito, il metodo e localmente convergente con ordine di convergenza p=1.618... . Vale
cioé la relazione:

[Xpeq - X*| < k|x*—xn|1'618“ per n>1.

Per dimostrare le precedenti affermazioni, consideriamo la formula d'interpolazione di
Newton sui due punti x,.1 ed X,

(X)=F (%) + (< X) X1, Xp] + (x-xn_l)(x-xn)Lzﬁ)
e calcoliamola in x*:
O:f(Xn)+(X*-Xn)f[xn_1, Xn] + (X*_Xn_l)(x*_xn)@
0=f(Xp))+(X*Xn+1+Xn+1-Xn)Xn-1, Xn] + (X*Xn_1) (X*-Xp) f"(s 2
f(En)

0=(X*-Xp+1)f[Xn-1, Xnl + (X*-Xn-1)(X*-Xp) 5
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(X*-Xn+1) = - (X*‘Xn-l)(X*'Xn)%E;:))
n

1‘]:"(&”) . (7.6)

€n+1=€n€n1 5 F ()
n

Si vede quindi che se xg e xq appartengono ad un intorno U« tale che
Lo 1 maxiay, (D)
© 2 mingay, [F(D)]

e max {ceg, cej}=d <1

si ha:
e, <eqjepc=dey.

Di conseguenza anche X, eUy«, ed al passo successivo si avra ancora

11f"(2)
2

B3 2815t (ny)

con &y e ny €Uy, Quindi

e3 <eyejc<de, (<d2e)
e, per induzione, si dimostra che

en+1 <deq vn
da cui discende la convergenza del metodo.

Per quanto riguarda la velocita di convergenza, si osservi che la relazione (7.6) si
puo scrivere

11f(En)

en+1<endp con dn =€n-1 5‘ i)
n

—>0 pern-ow

In questo caso si dice che il metodo converge in modo superlineare. Per trovare l'ordine
di convergenza facciamo il seguente ragionamento euristico.
Supponiamo di sapere che c'e un numero reale p tale che
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Cni1

—>k per n—ooo.
ep

Cio significa che per n sufficientemente grande il rapposto rimane pressoché costante
uguale a k. Indicheremo questo fatto con la notazione:

en+1 ~ keP vn>>1, (7.7)

Al passo precedente ho:

p
“‘ken 1

da cui

-1 1

en1 ~kPel.
Dalla (7.6) ho
_1f(x*)
en+1~€enen1C con C—E W :

e quindi

enr1=enkPefc =ckPe P.

Infine dalla (7.7)
=1 141

p . p p
ken ~ ck e,

da cui
p=1+= (= p= 1+2*/§=1.618....)
e
1+1 1
ek TP kP (mk=cP —p il ))
2 "(x*)

La costante k e detta costante asintotica del metodo.

Nel confrontare il metodo di Newton col metodo delle secanti, si osservi che quest'ultimo
non richiede la conoscenza della derivata della funzione f(x). Inoltre il costo
computazionale si riduce, dopo il primo passo, ad una sola valutazione di f per ogni passo,
contro una valutazione di f e una di f' del metodo di Newton. Possiamo quindi dire che il
costo di un passo del metodo di Newton corrisponde al costo di due passi del metodo
delle secanti per i quali si ha la seguente stima dell'errore:
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1.618..
1.618.. 1.618.. 2.618.. 2.618..
Xt - X1 KIx* = 2818 <Kkl * x| = k2818 |x x|

Possiamo quindi concludere che, in generale, il metodo delle secanti riesce piu
conveniente del metodo di Newton.

. SISTEMI DI EQUAZIONI nni

Consideriamo ora funzioni di R" in R" che, per distinguere dal caso scalare, indicheremo
con

FO)=(FL(X),f2(X),....]a0))  xeR".
In R" vale il teorema 7.1, ed un criterio di convergenza, simile al teorema 7.2 (parte a), & il
seguente, dove ¢'(x") & la matrice jacobiana di ¢ nel punto x*, e p(¢'(x")) & il suo raggio

spettrale.

Teorema 7.7.

Se o(x) e di classe cl e R=p(¢'(x"))<1, allora esiste Uy« ed una costante c, tali

che O<c<le
[IX~p(lIsclX™X]| ¥xeUys
cioé il metodo converge con ordine 1.

Dim: Per le proprieta del raggio spettrale, in corrispondenza ad ogni e>0 esiste una norma
tale che

llo'(x*)[|< R+e. (7.8)
Inoltre, considerato il differenziale della funzione ¢ nel punto x*
)+ (X*)(x-x*),
esiste un intorno Uy« per quale si ha:
|| 9(x) -@(x*)-¢"(x*) (x-x*)]| < e[ [x-x*|| V XeUyx.

Da quest'ultima e dalla (7.8)
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I (%) -o(| <[] () -(x*)-" (xX*)(X-X)][ + [lop"(x*)(x-X*)|| < (R+2e)[[x-X*]].
Infine se ¢ é tale che c¢:=(R+2¢)<1 allora
|| o(x) -x*|| <c||x-x*|| V xeUyx
ed il teorema e dimostrato.

Metodo di Newton-Raphson.

Il metodo di Newton-Raphson e' la generalizzazione del metodo delle tangenti di
Newton al caso multidimensionale. Esso consiste nel definire il punto x,,; come la radice
di F(xp)+F'(X,)(X-X,), che é l'approssimante lineare della F(x) nel punto Xx:

F(Xn)+FI( Xn)( Xn+1~ Xn):O-
Dal punto di vista pratico si tratta di risolvere, ad ogni passo, il sistema lineare

Fl( Xn)( Xn+1~ Xn):' F(Xn) (7-9)

nellincognita  8,= X,+1- X, € quindi calcolare x,.;=8,+x,. Dal punto di vista formale
scriveremo l'iterazione:

Xng = X — (FI (Xn))ilF(Xn) :

E' chiaro che il metodo e ben definito se la matrice jacobiana F'(x,) &€ non singolare in un
intorno di x*.
Per quanto riguarda la convergenza del metodo, osserviamo che la funzione di iterazione
e:

o(x) =x = (F (X)) "F(x). (7.10)

Facciamo ora alcuni richiami sui differenziali di una funzione G di R"inR" .
Il differenziale primo G'(x) (detto anche Jacobiano di G) come funzione di x associa ad

ogni x di R" una applicazione lineare del dominio di G nel codominio di G, cio& un
elemento di 2( R", R"):

R"_—C RN R"—S L,IR"R")
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Il differenziale secondo, indicato con G"(x), € il differenziale della funzione G'(x) e quindi
associa ad ogni x di R" una applicazione lineare del suo dominio nel suo codominio:

R"—S IR R R"—S LIR".L(R",RM)).
E cosi di seguito per i differenziali successivi, ma a noi interessa solo il differenziale
secondo.
Si tenga inoltre conto che per il prodotto A(X)H(x) con A(X)eZ(R",R") e H(x) eR"
si ha:

(AGOHE))'= AGIHO)+HAGRIH ().
Allora se calcolo il differenziale della funzione di iterazione (7.10) trovo:
¢ =1-(F00)*JFe0 - (F ) ' (0 = (F (0) 2 Feo)
che calcolata in x* fornisce:

0 0)=(F o)) Foe) = (F o) o =0
dove il primo O e il vettore nullo, ed il secondo la matrice nulla.
Quindi lo jacobiano ¢'(x*) e la matrice nulla, il cui raggio spettrale & =0, ed in base al
teorema 7.7, il metodo di Newton-Raphson converge localmente. Si vede facilmente che,
in questo caso, il metodo converge in modo superlineare. Infatti, per definizione di
differenziale:

o0xn) - (%) = ' (x*)(xn = x*)] _

0
[xn =]

“mn—>oo

[xnsa x4 _

=0
[xn =]

“mn—>oo

Se infine la funzione F(x) e sufficientemente regolare, allora il metodo converge
localmente con ordine 2. A questo proposito vale il seguente teorema:

Teorema 7.8. Se la funzione F(x) e tale che F'(x) € continuo e non singolare in x* (e quindi
non singolare in un intorno di x*), allora il metodo di Newton-Raphson e ben definito e
localmente convergente con ordine superlineare. Se inoltre lo jacobiano ¢'(x) €
lipschitziano nell'intorno di x*,
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llo"(W)-'WII < yllu-vl],
allora il metodo converge con ordine 2.

Commenti e varianti al metodi di Newton-Raphson.

Il metodo di Newton-Raphson € molto attraente per la sua velocita di convergenza,
ma molto pesante sul piano computazionale perché ad ogni passo richiede il calcolo di
uno jacobiano e la sua fattorizzazione LU, per la risoluzione di (7.9).

Una prima variante, atta a ridurre i tempi di esecuzione, consiste nel considerare un
sottoinsieme di indici {pn} ,con n=1,2,... e p>1, e calcolare lo jacobiano solo alle iterate di
indice pn, mantenendolo congelato nelle iterate intermedie. In questo modo il calcolo dello
jacobiano e la sua fattorizzazione LU viene eseguita ogni p passi. Il risparmio & notevole
ma, ovviamente, si perde l'ordine 2.

Come nel caso scalare, sono utili metodi che non necessitano della conoscenza
esplicita delle derivate, in questo caso "parziali”, della F(x). A tale scopo consideriamo le
seguenti approssimazioni dello jacobiano F'(xy):

ohi(xn) _ fi(xn +hjej) —fi(xn)

6Xj h]

per opportune scelte degli incrementi h;.

Nel metodo delle secanti, gli incrementi sono hj:ejT( Xn~ Xn-1)-

Nel metodo di Steffensen gli incrementi sono dati da hj:fj( Xn)-

In entrambi i casi, se incidentalmente un incremento h; risulta nullo, puo essere sostituito

da un numero prossimo all'epsilon di macchina. Si dimostra che, come per il caso scalare,
i due metodi convergono localmente ed hanno ordine rispettivamente p=1.618..., e p=2.

Metodo dell'omotopia.

Abbiamo visto che tutti i metodi, salvo casi molto particolari, convergono
localmente. Cio significa che bisogha gia conoscere una approssimazione
sufficientemente buona della soluzione, dove valgono le condizioni di convergenza locale.
Spesso cid non & facile specialmente in R" dove manca un analogo del metodo
dicotomico che serve, appunto, ad avvicinarsi alla soluzione fino a soddisfare le condizioni
di convergenza del metodo che si vorrebbe usare.
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In generale, dato il problema F(x)=0, conviene considerare la seguente famiglia di
problemi che dipendono con continuita da un parametro t € [0,1]:

H(t, X)=(1-1)(x-E) + t F(x) = 0 (7.11)

dove & & un punto arbitrario di R" che converra comunque prendere piu vicino possibile a
X*, ma non necessariamente nell'insieme di convergenza locale del metodo iterativo.
Si osservi che per t=0, I'equazione (7.11) da risolvere rispetto ad x &

HO, x)=x-£=0
la cui soluzione & banalmente x=&, mentre, per t=1, I'equazione &
H(1, x) = F(x) = 0.

Data una discretizzazione 0=ty < t; < t, <... < t,=1 dell'intervallo unitario, si considerino i
corrispondenti problemi:

H(t, X)=0 i=0,1,...,n.

le cui soluzioni x* passano da & (per i=0) a x* (per i=n). Se la discretizzazione e
abbastanza fine, é ragionevole pensare che il punto x*; sia un buon punto di partenza del
metodo iterativo per il calcolo della soluzione successiva  x*;1.

In tal modo a partire dal problema H(ty, x)=0, con punto di partenza dell'iterazione
in &, si arriva al problema H(t,, X)=0, con punto di partenza dell'iterazione in x*,.1 e la
cui soluzione & x*.

210



