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Interpolazione di Hermite e di Birkhoff:

Supponiamo che la funzione f(x) sia di classe C[a,b]. Dato un insieme di nodi A,={

Xo< X;<...<X,} in [a,b], si definisce polinomio d'interpolazione di Hermite il polinomio

Pons1(X)€Ton41  tale che:

P2n+1(X)=(X}) i=0,1,...,n.
P'2n+1(X)=F(x) i=0,1,...,n.

Indicheremo con Hy (f,x) I'operatore che associa alla funzione derivabile f(x) il
polinomio d'interpolazione di Hermite sui nodi Ay. E' facile verificare che Hy (f,x) si puo

scrivere nella forma:

n n
Han(X)= 2 00 06) + 2 1 OOf (%)

i=0 i=0

dove
hi(x):= () (1-2(4 () (x-X)) €Tlone1

(0= (X) (X-X) €TTonsy i=0,1,...,n.

A tale scopo basta osservare che i due insiemi di polinomi soddisfano le condizioni:

. _ |0 per i#j N .
hi(xj)=6;; = {1 per i=j h'(x)=0 Vi, ]
e
= . = .« _ 10 per i#]
hi(Xj)—O VI,] hi(Xj)_Si,j_ 1 oer i:j

E' anche immediato verificare che il polinomio di Hermite & unico. Se infatti qp.1(X)

€T,4+1 fosse un altro polinomio soddisfacente le condizioni

Qon+1 (%) =F(x) i=0,1,...,n.

139



q'2n+1()=F(x)) i=0,1,...,n,

la differenza dei polinomi derivati p's,+1(X)-0'5n+1(X) Si annullerebbe sui nodi e su altri n
punti intercalati tra i nodi. In totale esso avrebbe 2n+1 zeri ed, essendo di grado 2n,
dovrebbe coincidere con il polinomio nullo. Di conseguenza i due polinomi p,,.1(X) €
J-n+1(X) dovrebbero differire per una costante, ma questa costante deve essere nulla.

Per quanto riguarda l'errore dell'interpolazione di Hermite, essa si puo ricavare, per
funzioni di classe C2"*2[a,b] in maniera del tutto simile a quanto fatto per l'interpolante di
Lagrange. Si considera un punto X € [a,b], diverso dai nodi A,,, € con esso si costruisce la

funzione:

2
600 =19 - Pans1() - 2= (£(%) - py ()
w< (X)

dove

W(X)=(X-Xg)(X-X1)" ... -(X-Xp)-

Poiche g(x) si annulla su n+2 punti , la funzione g'(x) si annulla su (almeno) n+1 punti
diversi dai nodi e da x. D'altra parte le condizioni di interpolazione sulla derivata
assicurano che g'(x) su annulla anche sui nodi e quindi su un totale di almeno 2n+2 punti
distinti. Derivando successivamente la funzione g(x) si conclude che g2n+2(x) si annulla in
un punto &, dipendente da X, sul quale si ha:

(2n+2
o

g@M2)(g) = feMA(E) - )) (1) - Pania(3) = 0.

W< (X

e quindi VX

() - Panea(®) = 2

Dalla precedente stima puntuale dell'errore si puo ricavare la stima uniforme:

i W

(2n+2)!

If - Pon+ille <
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Analogamente a quanto fatto per i polinomi di Lagrange, sia h la massima distanza
tra due punti consecutivi dellinsieme {a,Xy, X,....X,,b}. Poiche |[lw]|, < (n+1)!h™1 la
precedente stima fornisce:

Hf(2n+2)

((n+1)1yn*
(2n+2)!

If - Pon+lly, <

Se Xxpg=a e Xu=b, la norma ||W||[X0, x-=MaX[x 1 |[w(X)| pud essere maggiorata con

%(n!)h”*l, dove h=maxj<<n(Xj-Xj.1)- In questo caso vale la seguente maggiorazione:

Hf (2n+2)

21.2n+2
. Xn](n!) h

s (2n + 2)!

|[f - p2n+1”[x0, Xp) <

Consideriamo ora un tipo di interpolazione piu generale sui nodi A,. Supponiamo

che su ciascun nodo x; si conoscano i valori della f(x) e delle derivate successive fino
n
all'ordine s; e supponiamo che sia r:Z(si +1) il numero totale di valori noti per la f(x) e
i=0
per le sue derivate su tutti i punti.
Si definisce polinomio di interpolazione di Birkhoff di f(x), il polinomio p,.1(X)eT

r-1 che soddisfa le seguenti r condizioni interpolatorie:
pf'_‘l)(xi) = f(k)(xi) k=0,1...s; peri=0,1,...,n

Si puo dimostrare che tale polinomio, che puo in particolare essere il polinomio di

Lagrange o di Hermite, esiste ed € unico. Nel prossimo punto vedremo come ricavarlo.

Differenze divise e differenze finite.

Data un insieme di punti {X;} ed i corrispondenti valori della funzione f(x), si definisce, per

ciascuno punto, differenza divisa di ordine zero il termine:
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fIxi] == ()

e differenza divisa di ordine uno il termine:

fIXi , Xis1 ] :W
i+1 " X

Si definiscono ricorsivamente le differenze divise di ordine k i rapporti:

fXis Xz oo X - 1% X Xi+k-1]_

Xi+k ~Xj

fIXi s Xis1eos Xisk ] =

Teorema 5.6: Sia data la funzione f(x). Per ogni intero n e per ogni insieme di n+1

punti distinti Xg, X1,..., X5 Vvale la seguente identita:

f)=f(xg ) + (X-Xp)f[Xg , X1 ] + (X-Xg )(X- X)f[Xq , X1, Xo] + ...

e (XX )(XX1). .. (X-Xn-DFX0 s X1 X ]

+ (X-Xg )(X-X1). . (XX )X, Xg s X100y Xp ]+ VX

Dim. La uguaglianza & vera per n=0, infatti in tal caso si riduce a

fO)=f(xp ) + (x-X0)f[x, Xol.

Supponiamo che relazione sia vera per n=k-1:

f(X)=f(xg ) + (x-Xp)f[Xg , Xy ] + (X-Xg )(X- X)f[Xg , X1 , Xo] + ...

et (XX0)(XXq) . (XX 2)f[XQ s Xq-ees X1 ]

+ (X)X - (X X)X L X0 X X1 ] (5.6)
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dimostriamo che e vera per n=k. Dalla definizione di differenza divisa di ordine k+1
si ha:

f[Xo, Xg,eoon Xy |- X ) Xg0Xq0eo X4 ]

flx, Xg, X1..., Xie. ] 1=
[X, Xg s X0y X ] X

e quindi

fIX, Xg s Xq-000 Xk I7OXOTIX S Xg ) Xq00 X ]+ IXQ s Xqeees Xk ]

che sostituita in (5.6) fornisce la tesi.

La parte polinomiale:

Pn(X) = f(Xg) + (X-Xp)f[Xg » X1 1+ (X-Xp)(X- X1)f[Xg , X1 , X2] + ...

et (XX0) (X=X1)- . (XXX s Xq-e00 Xn ]

della (5,6) e detta polinomio di Newton. Ogni funzione f(x) si puo quindi esprimere come

somma del polinomio di Newton e di un resto:

f(X) = pn(X) + (X-Xg)(X-X1)...(X-X)f[X , Xg , X1..., Xp 1- (5.7)
Evidentemente il polinomio di Newton p,(X) interpola f(x) sui nodi {Xg, X;..., X4} € fornisce

quindi una ulteriore rappresentazione del polinomio d'interpolazione di Lagrange nella

seguente base triangolare di polinomi monici:

(X-Xp)

(X-X0)(X-X1 )

(X-X0) (X-X1)...(X-Xp.1)-

| coefficienti sono dati dalle differenze successive che si possono facilmente calcolare

secondo lo schema:
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f(Xo)

f(x1) l fl X0, X4l

lf[xl Xo] lf[xo X1, X2 ]
f(Xp) lf[xn 1 xn]l ...;f[ X0 s X1 Xp)-

Un altro vantaggio di rappresentare il polinomio d'interpolazione nella forma di Newton,
risiede nel fatto che se si vuole innalzare il grado del polinomio inserendo un ulteriore nodo

d'interpolazione Xq41, il polinomio pn+1(X) assume la forma:

Pn+1(¥) = Pn(X) + (x-Xg)(x-Xq)...(xXp)fT X0 » X1+, X1 |-

per la quale & sufficiente calcolare la differenza divisa f[xg , X1..., Xp+1 ]. Quest'ultima e

facilmente ricavabile aggiungendo una riga allo schema precedente:

f(Xn) ; fIXn-1,Xn] ; ;f[ X0 X100 X
f(Xn+1); fXnXn+1] ; ;f[ﬂ X2-w Xn] ;f[xo, X1 Xn+1l-

Osservazione. Una differenza n-esima f[ xg , X;..., Xp] € invariante per permutazioni degli
indici, cioé non dipende dall'ordine con sui sono considerati i nodi. Infatti il suo valore
corrisponde al coefficiente principale del polinomio di interpolazione di Lagrange su quei
nodi, che non dipende dall'ordine con cui i nodi stessi sono considerati.

Allora per ogni coppia di nodi x#=xg 0<r,s<n, la differenza divisa f[xg, Xi...,Xp] Si puo

esprimere come:

1:[XO’ o Xp gy Xy ] [XO’ s10 X541 X]

fXgs X1..sXn] =  x

S r

Dalla (5.7) possiamo ricavare la seguente stima della differenza (n+1)-esima

f(x)—Pn(x)

f[X, X01X1""’X”] - (X—Xg)---(X=X,)
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Se feC"*1[a,b] allora, in base alla conoscenza dell'errore puntuale dell'interpolazione di

Lagrange, ricaviamo che Vxe[a,b]:

fn+1
f[x,xo,xl,...,xn]:(nT(f)? (5.8)

dove & e compreso tra il minimo ed il massimo dei punti {X, Xg , X1..., Xa}. In particolare,

per fem,, siricava il seguente teorema:

Teorema 5.7: Per ogni polinomio di grado n , la differenza divisa di ordine n+1 é nulla su

gualunque insieme di nodi.

Se in (5.8) gli n+2 punti relativi alla differenza f[x, Xg, X1..., Xp] tendono ad uno di
essi, diciamo x, allora anche £—x e cio suggerisce la seguente estensione della nozione di
differenza divisa al caso di nodi multipli:
%)
n!

fIXg s X1:es Xp] =
f[Xgeer X, g Xpageenr Xy | F[ X0 X s Xageen X, |

Xs = X,

per X, # X,

Con la precedente definizione possiamo generalizzare il polinomio di Newton al caso di
nodi multipli che corrispondono ai vincoli interpolatori sui valori delle derivate successive.
In particolare il polinomio d'interpolazione di Hermite si ottiene considerando tutti i nodi
doppi. Se nel nodo x; si interpolano le derivate fino all'ordine k, allora il nodo va
considerato di molteplicita k+1.

Come esempio consideriamo i nodi Xy , X1, Xp € calcoliamo linterpolante sui valori
f(X0),f(X1).f'(X1),f'(X1),f(x5). Trattandosi di 5 vincoli il polinomio dovra essere di grado 4.
Esso si rappresenta come polinomio di Newton sui nodi: { Xg , X1, X1, X1, Xo}ed assume

quindi la forma:

P4(X) = f(Xg) + (X-Xp)f[Xg » X1 ] + (X-Xg)(X-X)f[Xg , X1, Xq] +

(X-X0)(X-X1)?f[X0 , X1 » X1, X3] + (X-X)(X-X1)3f[X0 , X1, X1, X1, X2]
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dove le differenze divise sono calcolate secondo lo schema:

f(x0)

f(x1) ;f[xo , X1

f(xy) ;f[xl , Xq] ;f[xo L X1, Xq]

f(x) ;f[xl , Xq] ;f[xl L X1, Xq] ;f[xo L X1, Xq s Xq]

f(xp) ;f[xl , Xo] ;f[xl L X1, Xo] ;f[xl L X1, X1, Xl ;f[xl L X1, X1, X1, Xo]

Se i nodi sono equidistanti : x; = Xg + i h, allora le differenze divise assumono un forma
particolare esprimibile attraverso le seguenti differenze finite. Per ogni punto Xy, Si
definisce differenza finita di ordine zero :

A°f(x;) = f(x;)
e differenza finita prima:

AY(x)) = f(Xj+1) - FO%)-
In generale si definisce differenza finita r-esima il termine:

ATF(X;) :=ATH(Xj4q) - A™H(X)).
Il legame tra le differenze divise e finite € espresso dal seguente teorema.
Teorema 5.8. Per ogni n si ha:

AM(x) = (1) B X, Xig ..., Xian | (5.9)

Dim. L'uguaglianza & vera per n=1 e supponiamo sia vera per n=k. Dimostriamo

che é vera per n=k+1. Poiché

ARFI(x;) =AKF(Xj41) - AKF(X)),
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per l'ipotesi induttiva si ha:

ARFLE(x;) =(K1) DX g s Xy Xirkern 1= (K1) DX, X, Xk ]

= (KNDE (fXis1 » Xia2eos Xiske1 1= fXG0 s X Xisnk 1)

= (KDRAAIX; s Xi2ee Xirkerd 1Kk » X))
= (KDAKA[Xi | Xiso..., Xizka1 J(K+1)N

= ((k+l)!) hk+1 f[Xi y Xj42:0 Xi+k+l]

La dimostrazione e cosi completata.

_F©)

Se feC™[a,b], perla (5.8) siha X, Xy Xien | = , e quindi:

(n)!
Anf(x)) = hn f)(g)

dove & & compreso tra il minimo ed il massimo dei punti { Xy , Xg+1---, Xk+n}-

Si ha quindi, analogamente al teorema 5.7:

Teorema 5.9. Per ogni polinomio di grado n, la differenza finita n-esima e nulla su ogni

insieme di nodi equidistanti.

In base alla relazione (5.9) il polinomio di Newton si puo esprimere attraverso le

differenze finite nel seguente modo:

Af(xo)
h

2
A f(X0)+

+ (X-Xp)(X- X1) o

Pn(X) = f(xg ) + (x-Xo)

A"(Xy)
(NHh"

vt (X=X0) (X=X1)-..(X-Xp-1)
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Indicando il generico punto x con x=xy,+mh, meR, e tenendo conto che (x-x;)=(m-
h si ha:

dove :

(mJ:m(m—l)...(m—n+1)

n n!

Interpolazione con polinomi a tratti.

Fino ad ora abbiamo considerato esclusivamente linterpolazione con polinomi
algebrici, ed abbiamo visto che, al crescere del numero dei nodi, la convergenza e
assicurata solo sotto particolari ipotesi sulla regolarita della funzione e sulla distribuzione
dei nodi stessi nell'intervallo di interpolazione. In particolare, non v'é alcuna distribuzione
dei nodi che assicuri la convergenza per ogni funzione continua. D'altra parte, per le

funzioni continue, il Teorema 5.4 ci forniva la seguente stima dell'errore in [a,b]:

If-Lan®llo < E(f) (1+ Rp)

dove il minimo massimo errore € a sua volta maggiorato da:

b-a

Nell'interpolazione di Lagrange, si faceva crescere n e si confrontava l'ordine di
infinitesimo di E(f) con l'ordine di infinito di A,,. Se invece teniamo fisso n, e quindi A,,, e
facciamo tendere a zero I'ampiezza dell'intervallo [a,b], il minimo massimo errore & ancora
infinitesimo e tale risulta I'errore d'interpolazione. Cio suggerisce la seguente strategia di
interpolazione di Lagrange a tratti.

Per ogni n fissato e per ogni m, consideriamo l'insieme A, costituito dagli nm+1

nodi equidistanti
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An={ x| x=a+kh k=0,1,...,nm}

o . b-a -
ottenuti in corrispondenza al passo h=——. Osservato che xp=a e X,,,=b, suddividiamo
nm

[a,b] in m sottointervalli :
Iy =[xo, Xpls L2 =[Xn, Xoplsoo Iy :[X(m-l)n’ Xnml,

ciascuno dei quali contiene n+1 nodi, e su ogni I, interpoliamo f(x) con un polinomio di
Lagrange di grado n che indicheremo con p;,(x), i=1,2,...m. Si ottiene cosi una funzione
polinomiale a tratti definita su tutto l'intervallo [a,b] la cui restrizione su ciascun I, & il

polinomio p; ,(X). Essa risulta continua su [a,b] e verra indicata con PAnm (f). Su ciascun

sottointervallo I;,di ampiezza nh:E, I'errore d'interpolazione e dato da
m

b-a

f-p; )|+ < 60| f,——
1930l a{ o

j (14 7).
Di conseguenza anche per I'errore globale su [a,b] si ha la maggiorazione:
Py Dllag <60 .22 (1+2,)
Anm Wliab] = onm n):

che é infinitesima per m—oo. E' facile capire che per ottenere un procedimento
convergente non e affatto necessario che i nodi siano equidistanti. E' infatti sufficiente che,
al crescere di m, la massima ampiezza dei sottointervalli I, tenda a zero. Possiamo quindi

concludere con il seguente teorema:

Teorema 5.10. Per ogni funzione continua f(x) l'interpolazione di Lagrange a tratti, di
grado fissato n, converge uniformemente ad f(x) per ogni suddivisione di [a,b] in

sottointervalli di ampiezza infinitesima.

Si lascia al lettore la stima dell'errore nel caso che la funzione f sia holderiana o di classe
CK[a,b] k=1,2,...,n+1. In particolare, per n=3, si consideri l'interpolazione con cubiche di

Lagrange e si dimostri che, per funzioni f(x) eC4[a,b], I'errore & O(h%).
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In modo analogo si puo definire I' interpolazione di Hermite a tratti nella quale su ogni
sottointervallo I, si considera l'interpolante di Hermite di grado 2n+1 sui nodi di I, Per
ogni f(x) eCl[a,b] si pud osservare che linterpolante a tratti € di classe Cl[a,b], e che
I'errore d'interpolazione é infinitesimo su ogni sottointervallo I,;. Vale quindi il seguente

teorema:
Teorema 5.11. Per ogni funzione f(x)eC1[a,b] l'interpolazione di Hermite a tratti, di grado
fissato n, converge uniformemente ad f(x) per ogni suddivisione di [a,b] in sottointervalli di

ampiezza infinitesima.

In particolare, per n=3, si consideri l'interpolazione con cubiche di Hermite e si dimostri

che anche in questo caso, per funzioni f(x) eC4[a,b], I'errore & O(h%).

Interpolazione spline.

Consideriamo un insieme di nodi Ap={a=X,< X;<...<X,=b} ed i corrispondenti

sottointervalli
I3 =[x0. Xql, Lo =[Xg, Xoloooo s Loy =[X(m-1), Xpl-

Si definisce funzione spline di grado n su A, , ogni funzione s(x) del seguente

sottospazio di funzioni:

S”Am: s(x) | s(x)|Ii €T, i=1,...m; e s(x)eCnl[a,b]}.

Una spline di grado n e quindi una funzione polinomiale a tratti di grado n, che risulta
globalmente di classe C"1[a,b], cioe tale che sui nodi interni siano soddisfatte le seguenti

condizioni sulle derivate sinistre e destre:
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s(x;)_ = s(xi),

s'(xi)_ = s'(x),,
s Dx)_ =s"V(x), i=1,2,...m-1

In totale esse forniscono n(m-1) condizioni di regolarita. D'altra parte, su ciascuno degli m
sottointervalli il generico polinomio di grado n dipende da n+1 parametri. Questi m(n+1)
parametri devono soddisfare le n(m-1) condizioni precedenti ed e quindi ragionevole

aspettarsi che la dimensione del sottospazio S} sia m(n+1)-n(m-1)=m+n. Una sua base
m

Si puo trovare attraverso la seguente funzione di Peano:

N per X<X
X=X)" =

(x=x). {(x—ﬂ” per x=>X
che é di classe Cn-1[a,b] per ogni punto X.

Le m+n funzioni:
11 Xl ey Xn-ll (X-XO):]- ’ (X-Xl)?— yorrr (X'Xm_l)T_

sono linearmente indipendenti e costituiscono una base per S} . Si ha quindi:
m

dim(S} )=m+n.
m

Consideriamo il caso delle spline cubiche Si ottenute per n=3.
m

Poiché dim(Si )=m+3, imponendo le condizioni di interpolazione sui nodi Ap={
m

a=Xy< X;<...<X,,=b} rimangono 2 condizioni da imporre per determinare univocamente la

spline cubica d'interpolazione. Si definiscono cosi le seguenti classi di spline cubiche:
spline naturali per s"(Xy)=s"(X,)=0
spline periodiche per s'(X)=s'(X,) » S"(Xg)=S"(Xyn)-

spline cubiche complete per s'(x,) e s'(x,) assegnati attraverso la cubica che

interpola rispettivamente in Xg,X;,X5,X3 € X.3:Xm-2:Xm-1,X

m-3'm-2:m-11"*m
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spline "not a knot" imponendo che in x; e X la saldatura dei tratti cubici sia di

m-1

classe C2.

Costruzione delle spline cubiche naturali (e periodiche) .

Consideriamo la restrizione della spline s(x) all'intervallo [x,, X..41] di ampiezza hy,
ed indichiamo col pedice (), il valore delle funzioni nel punto x, e delle sue derivate
destre o sinistre a seconda del caso. Poiche la derivata seconda di una cubica & una retta,

si ha:
o
S"(X)= s"+ (X - %)

Xe [Xg, Xl

Integrando tra  x, ed X, si ottiene:

2 " n
S(X)= S + (X-%)s", + (x-% )" 818" (5.10)
2 hy
ed integrando ancora:
2 3 n "
S(X)= S + (X - X )S + LR ;(") s + (%) S"ea =" (5.11)

6 hi

Calcolando quest'ultima in x,,,, € tenendo conto delle condizioni d'interpolazione f(x;

)=s(x;) Vi, siottiene:

hI% hE Sllk _SII
foo=f +h.s. + -Kg" +_K 2k+s172k
k+1 = Tk kSk 5o kT g he
e quindi:
fiier—f Py hy
S' = - - —S" + — S" - S" . 512
K he 5 2k g (S"k+1 K ( )

Poicheé s"(x) e continua in ogni punto, la (5.12) calcolata sull'intervallo precedente fornisce:

fk —f1 Mk h 1
S\, = - s" ., + ——=(s", -s" 5.13
k-1 ey , Skit ¢ (s"k k-1) (5.13)
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mentre la (5.10), relativa anch'essa all'intervallo precedente e calcolata nel punto x ,

fornisce:

2 n n n "
1 1 n hk—l S k _S k'l S k +S k'l
Sk'Sk_l :hk_lsk_l + h :h_—.
k-1

Daltra parte sottraendo (5.13) da (5.12) e sostituendo in (5.14) si ottiene la seguente

relazione che coinvolge soltanto i valori s"y :

hg1 "1 +2(heqy + hy)s"c+ sy, =6 (fkﬂ L fk'lj (5.15)
hk hk—l
k=1,2,....m-1,

dove s"y =s", =0.

Si ottiene cosi un sistema lineare nelle incognite s, k=1,...,m-1 con matrice di
banda tridiagonale a predominanza diagonale stretta. Una volta trovato il vettore degli s",,
si risale ad s(x), per ogni sottointervallo [x, ,X..1 ], attraverso la (5.11) dove s', e dato dalla
(5.12). Questo modo di calcolare le spline cubiche naturali, oltre ad essere pratico per la
velocita di risoluzione del sistema tridiagonale e per la semplicita di ricostruzione della
spline in ogni punto, & stabile rispetto alle eventuali perturbazioni sui dati f .

Per la costruzione delle spline periodiche si osservi che tutti i valori s", k=0,1,...,m sono
incogniti. Allora alle equazioni (5.15) vanno affiancate le 2 condizioni di periodicita. La
prima, s"y=s"y,, € gia espressa in funzione delle incognite, mentre la seconda, s'y=s',, Si

puo esprimere in funzione delle incognite osservando che si ha:

0=s', -S'o=(S'm -S'm-1) * (Sm1 - S'm-1)t ... +(s'y -S%)

dove ogni addendo (s’ - S'y.1) € dato dalla (5.14). In questo caso la matrice del sistema

perde la struttura tridiagonale.
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Analisi dell'errore delle splines naturali.

Valutiamo l'errore nel caso semplice in cui i nodi siano equidistanti e la funzione
interpolanda f(x) e C?[a,b]. Calcoliamo I'errore d'interpolazione nel generico intervallo [x,_; ,

X ]- Sia Xe(X.1 , X¢) € si consideri la funzione:

ey ey XXX =X_q) pooy o
g(x):= f(x) - s(x) (Y—xk)(i—xk_l)(f(x) s(x)).

Poiche g(x) si annulla sugli estremi e su X, g"(X) si annulla in almeno un punto Eke

quindi, con passaggi piu volte fatti in precedenza, si ottiene:

(R=X)E %) g

f(x) - s(x) =<

(&) -s"(&))  VXelxer Xl
Poiche s"(x) & un polinomio lineare, ogni suo valore € compreso tra gli estremi, quindi
|s"( E)I< max {[s"y.ql, [S"kl} < maxy [s"| VK.

. - . _ _ h? T
D'altra parte in ogni intervallo [x,.; , X] si ha (X-X.q1)(X- Xk)ST e quindi si ottiene la

maggiorazione uniforme in [a,b]:
h2
[f(x)-s(X)| <5 (Nl + max,dsyl ) (5.16)

Per ottenere infine una stima di max, |s",|, sia [s",|=max |s"y|.- Si consideri (5.15) per k=i

€ passo costante

hs", +4hs"+hs",, =6 (f”l L ”j
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4h|s"l< h|s"i 4] + h|s"1] + 6](F(M)-F(M;.0))| < 2h |s™] + 6](F(M)-F(M;.0))]
h| s"|< 3|(f(M)-F (M)

con Mie[X, X iy1] € MigelXiq Xl
Il termine (f(n;)-f'(M;.1)) pud essere manipolato nel seguente modo:

[ () - (M)
I M- Mia |

|(FMD)-F i) I= IMi-Mia | <IF(E)12h < 2h][f|],

da cui otteniamo:
| s"il<6][f"|l,

che sostituita in (5.16) fornisce la seguente maggiorazione dell'errore:
< 112
[f(x)-s(x)| < gh Il oo

Se feC4a,b] si pud dimostrare che |[f(x)-s(x)|=0O(h%). In entrambi i casi l'interpolazione

spline e convergente.

Proprieta di minimo delle spline naturali e periodiche.

Le splines cubiche godono della seguente proprieta di "minima energia” o di

"minima curvatura".

Teorema 5.11 : Tra tutte le funzioni g(x)eC?[a,b] che interpolano i dati f,, f;,...,f,, sui nodi

Am={a=X,< X;<...<X,,=b} la spline cubica naturale s(x) minimizza il funzionale:

b
[l @,
a
Dim. E' sufficiente dimostrare che vale l'uguaglianza:
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b b b
[lo"®Fdt = [[s"©Fdt + [lo"® - s"®F dt

Poiche si ha banalmente:
b ) b ) b ) b
[lo"®-s"®Fdt = [[g"®OFdt - [[s"®Fdt-2 [[g"® - s"®" ®at,
e sufficiente dimostrare che
b
[lo"®-s"®ls" ()t =0
A questo scopo scomponiamo l'integrale nel seguente modo:

[lo"®-s"®ls"at = ZI

i=0

Xis1

dove I; = [[g"(t)- s"()}s" (Bt

X

Integrando per parti si ottiene:

I lo'® - s'®]s" Ot

Poiché s™(t) e costante e g(x)-s(x)=0 Vi, il secondo integrale e nullo.

Ricomponendo l'integrale si ottiene allora:

m-1 m-1
=2 [g®-s'Wls o T *[g (Xm)-S'(Xm)1s" (Xm) - [9'(Xo) -S'(Xp)]S"(X0)-
i=0 i=0
m-1
Poiche s"(x,,) = s"(Xg) =0, si ha Z I.=0 e quindi il teorema € dimostrato.
i=0

Un teorema analogo puo essere dimostrato per le spline periodiche.

Teorema 5.12 : Tra tutte le funzioni periodiche g(x)eCZ2[a,b] che interpolano i dati f,,
fr.0f

funzionale:

m Sui nodi Ap;={a=x,< X;<...<X,=b} la spline cubica periodica s(x) minimizza il

b
[lo"®Fat.
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La dimostrazione € identica alla precedente fino all'ultima riga dalla quale si conclude in

maniera immediata tenendo conto delle condizioni di periodicita s'(X,,) = S'(Xg) ed S"(Xy)

= 5"(Xo).

Interpolazione trigonometrica.

Consideriamo le funzioni f(x) periodiche di periodo 27w ristrette

interpoliamole con i polinomi trigonometrici:

n
tonea(X) =g + Y a,c0s(kx) +bjsen(kx) .
k=1

su un insieme di punti: App={X1< X 11<...< X< X;<...<X,, }c[-T, 7).

Per mezzo delle formule di Eulero

ix —ix ix

cos(x)z% sen(x)=

Si ricava:
n iK
tonsa(X)= Y. ¢ &
k=-n

dove:
2(a-ib,) se k=z1
C0:a0 e Ck:
2(a +ib,) se k<-1

allintervallo [-w,m] e

(5.17)

In questo modo le condizioni di interpolazione  t(x)=f(x) j=-n,...,0,...,n, portano al

sistema lineare:
A ik
> ce I=f(x) j=-n,...,0,...,n.

k=-n

. . . . inx; . .
Moltiplicando la j-esima equazione per e "’ si ottiene:
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n ity __inx; .
> ce =e f(x) =-n,...,0,...,n.
k=-n

c g iX; . . . . . .
Ponendo infine y, = e, il determinante del sistema € un determinante di Vandermonde
con coefficienti distinti e quindi I'interpolazione trigopnometrica ammette soluzione unica per
ogni f(x). Vedremo in un prossimo paragrafo qual'é il modo migliore di calcolare il

polinomio interpolante nel caso di nodi equidistanti.

3. METODI VARIAZIONALI.

Abbiamo gia definito i metodi variazionali come quei metodi che approssimano la
f(x) in [a,b] con l'elemento di minima distanza, secondo una norma prescelta, in un
sottoinsieme a dimensione finita di funzioni approssimanti. Il "teorema di miglior
approssimazione" garantisce l'esistenza della funzione di minimo scarto per ogni norma. In
particolare per l'approssimazione con polinomi algebrici in norma lagrangiana, il teorema
di Jackson fornisce le stime dell'errore per funzioni continue e per funzioni soddisfacenti
vari gradi di regolarita. In questo caso la ricerca effettiva del polinomio di minimo scarto
non €, in generale, facile e verra tralasciata.
Nel caso di norme dedotte da un prodotto scalare, la teoria della miglior approssimazione
prende il nome di "approssimazione ai minimi quadrati” (o "approssimazione di Fourier") e

la ricerca del polinomio di minimo scarto é alquanto piu semplice.

Polinomi ortogonali ed approssimazione ai minimi quadrati.

Una successione di funzioni ®y(x) ,®4(X) ,...,®4(X) ,... si dice che forma un sistema

ortogonale se:

<®i(x) ,Pj(x)>=0 Vi , <D(X) ,D;(x)>=0 Vi
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Se in particolare <®;(x) ,®;(x)>=1 Vi, il sistema si dice ortonormale. In questo caso si ha

infatti \/< D, (x), D, (x) >=||D;(x)||=1. Ovviamente ogni sistema ortogonale si trasforma nel

- @n(x)
sistema ortonormale: )
[@n ()]

Supponiamo che il sistema {®y(x) ,Di(X) ,....P,(X) ,...}sia ortonormale.

n
Consideriamo un polinomio generalizzato p,(X) :Z a;®;(x) e, per una assegnata funzione
i=0

n

f(x), indichiamo con p;, (x) :Zai*qbi(x) il polinomio di minimo scarto ( nella norma dedotta
i=0

dal prodotto scalare) che sappiamo esistere. Per p/ (x) vale il seguente teorema di

caratterizzazione.

Teorema 5.13. Il polinomio p;(x) € di minimo scarto da f(x) se e solo se i suoi

coefficienti sono: a; =<f, ®;>.
n

Dim. Consideriamo il generico polinomio p,,(x) :Za@i(x). Per esso si ha:
i=0

2

=< f(x)—zn:a@i(x) , f(x)—zn:a@i(x) >

i=0 i=0

(-3 a,0,(x)

i=0

=<f(x) , f(x)> + Zn:aﬁ - 2<f(x) ,Zn:aiqbi(x)>
i=0 i=0

= |1 f 1P+ iaiz - Zzn:ai <f(x), @;(x) >+i(< f(x), ®;(x) >)?
i=0

i—0 i—0

n

(< H(x), @;(x) >)?

i=0

= || f ||2+i(ai - <f(x), ;(x) >)? - i(< f(x), @;(x) >)2.
i=0 i=0

L'ultima espressione & minima se e solo se a; = a; =<f(x), ®;(x)>M.
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Il precedente teorema fornisce anche una dimostrazione di unicita dell’elemento di minimo

scarto nel caso di norme dedotte da prodotti scalari. | coefficienti a; =<f(x), ®;(x)> sono
detti coefficienti di Fourier, ed il polinomio di minimo scarto:

Pn () =D < f(x), @;(x) > ®;(x)
=0

e detto anche polinomio di Fourier di f(x). Se n—w il polinomio si trasforma nella serie di
Fourier di f(x) ed ogni suo troncamento rappresenta il polinomio di miglior

approssimazione di quel grado per f(x), nella norma dedotta dal prodotto scalare.

Abbiamo gia incontrato i polinomi di Chebyshev T,(x)=cos(n arccos(x)) -1<x<1, che
costituiscono l'esempio piu classico di polinomi algebrici ortogonali. Essi sono infatti

ortogonali rispetto al seguente prodotto scalare:

- 0O perm=n
<f,g>=[———T,OT,(Odt = {n perm=n=0
avi-t 2 perm=n>0

Altri polinomi algebrici classici sono i polinomi P,(x) di Legendre, L,(x) di Laguerre,
ed H,(x) di Hermite che sono ortogonali nei prodotti scalari, rispettivamente:

1

<f,g>= j f(t)g(t)dt

<f,g> :Te'tf(t)g(t)dt

<f,g>= j e f(t)g(t)dt.

La trasformata discreta di Fourier e la FFT (Fast Fourier Transform)

Un'altro sistema classico e costituito dalle funzioni circolari:

1 sen(x) cos(x) sen(nx) cos(nx)

N R N, T (5.18)



che risultano ortonormali rispetto al prodotto scalare < f, g >= I f(t)g(t)dt .

-7
Accanto al precedente prodotto scalare continuo consideriamo il seguente prodotto
scalare discreto:

<f,g>q= _n— Z f(x;)a(x;) (5.19)

j_n

costruito sui seguenti 2n+1 nodi equidistanti, inclusi in ]-r,n[ :
2n+1
Si dimostra che le prime 2n+1 funzioni del sistema ortonormale (5.18) sono ortonormali

per j=-n,...,0,...,n.

anche nel prodotto scalare discreto (5.19). Cio discende dal seguente teorema valido per

funzioni a valori complessi:

- 1 .
Teorema 5.14. Le funzioni complesse ¢, (X)=——=e€ k=-n,...,0,...,n sono ortonormali

2z

nel prodotto scalare discreto:

f, g>d—% > f(x )g(x))
j=-n

Dim. Applicando direttamente la definizione di prodotto scalare si ottiene:

2kj1r 2hj1r )
e2ntl @ 2n+l 1 @ [ 2('<-h>ﬂiJ'
e

<> = Z e
n+1%5 \or Von 2n+1j:_n

Se h=k ogni elemento della sommatoria & uguale ad 1 e quindi :
<Pk.Pk>d =1.

Se hzk dalla precedente formula si ricava:

1 2(k-hyr I-n 1 2kh)r \" on (- 2keh)r i
< , > = e 2n+1 - e 2n+1 e 2n+1 =
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n+1 2(k—h)rri
e 2n+l 1

2k ™" 2(k-hym
1 [e 2n+1 'J e =1,

Utilizzando le formule di Eulero si dimostra facilmente il seguente teorema, analogo al

precedente, sull'ortogonalita del sistema di funzioni reali (5.18).

Teorema 5.15. Per ogni n, le 2n+1 funzioni:
1 sen(x) cos(x) sen(nx) cos(nx)

i’ Am Nm T dm  m

sono ortonormali nel prodotto scalare discreto (5.19).

0 perh=k
1 perh=k

Dimostriamo che <sen(kx) ’sen(hx) >d:{

NN

Per la (5.19) il prodotto scalare lo scrivo come:

2n & sen(kx;) sen(hx;)

2n+1,-:zn Jn Jn

e, applicando le formule di Eulero:

o ieika _e-ikxj eihxj _e-ihxj )_

n+15 2in 2

1 21 n eikxjeihxj eikxje—ihxj e—ikxjeihxj e—ikxje—ihxj
=—— _ _ + —
nmﬁﬂﬂJﬁ%ﬁM&ﬂﬂ}
__1. § eikxj e—ihxj . e eikxj eihxj . e—ikxj e—ihxj S +<e—ikxj eihxj S
2 \ Var'Vor Y Vem'Vem Y Vem'Nem 0 Jen'Wem

Per I'ortonormalita del sistema e* k=-n,...,0,....n, si ottiene la tesi. In modo

1
J2n

analogo si dimostra l'ortonormalita dell'intero sistema.
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| precedenti teoremi ci permettono di stabilire un importante risultato che mette in

relazione i polinomi trigonometrici di interpolazione con quelli di minimo scarto.

Teorema 5.16. Per ogni funzione f definita in [-w,t] il polinomio trigonometrico
d'interpolazione sui nodi equidistanti

_ 2nm]
' 2n+1

per j=-n,...,0,...,n

coincide col polinomio di minimo scarto nella norma discreta

<f,g d————§3(omx)

2n+1,==

In altre parole i coefficienti a e by del polinomio d'interpolazione

n
tons1(X) =ag + Y a,cos(kx) +b,sen(kx)
k=1

ed i coefficienti a*, e b*, del polinomio di minimo scarto

*

« €0S(kx) +b; sen(kx)

O e A TR

sono legati dalle relazioni:

a*
ak :—k , bk =

Jn

a . by
ag =—— ; —
N2m NE
Dim. La dimostrazione segue immediatamente dal fatto che la norma discreta del

residuo f(x)-ton.1 Si esprime con:

If()-ton-1()Mla = \/

]_n
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E' evidente che il minimo viene ottenuto dal polinomio d'interpolazione per il quale il
residuo & nullo. Poiché il polinomio d'interpolazione & unico esso coincide con

guello di minimo scarto.®

Il teorema appena dimostrato ci consente di dare l'espressione esplicita dei
coefficienti del polinomio d'interpolazione in funzione di un insieme arbitrario di valori fj j=-

n,....,0,..n pensati come valori f(xj) nei punti nodali:

1 1 13

an = <f, >4 = f 5.20
N TN TRERPTIS PO (520

1 cos(kx) 2 27kj
ay =——=<f, >q=—— ) fcos k=1,...,n 5.21
I T 7 T e 260 521

1 sen(x) 2 < 27K]
by =—<f, >q = f.sen k=1,...,n 5.22
S R TSE POk e ) 5:22)

Le relazioni (5.20)-(5.22) che ai 2n+1 valori assegnati f;, associano i 2n+l
coefficienti a, e by costituiscono la trasformata discreta di Fourier o, piu brevemente,
DFT (Discrete Fourier Transform).

Viceversa la relazione che associa ai coefficienti ax e by i valori fj e detta

antitrasformata discreta di Fourier , IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform) :

4 27K 27K
f.=a,+ » a,cos +b,sen
=20 + acos(y )+ bsen(z )

Qualche volta (per esempio nel MATLAB), la trasformata si esprime in forma
esponenziale e fornisce i coefficienti complessi ¢, che, come abbiamo visto, sono legati ai

coefficienti a, e by dalla (5.17).

Detto N=2n+1, osserviamo che la DFT richiede N moltiplicazioni per il calcolo di
ciascun coefficiente, per un totale di N?> moltiplicazioni. Confrontato con la complessita
computazionale della risoluzione di un sistema lineare di dimensione N, che e dell'ordine
di N33, l'uso della DFT rappresenta gid un vantaggio in termini di tempo di calcolo.

Ulteriori riduzioni sono intuibili a causa della simmetria e di altre proprieta delle funzioni
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circolari. Gia nel 1866 Gauss proponeva un metodo di calcolo che riduceva, in qualche
misura, il numero di operazioni. Ma solo negli anni '60 si otteneva un algoritmo ottimale,
dovuto a Tukey e Cooley, che riduce il numero di moltiplicazioni da N*> a N-log,N. Tale
algoritmo € noto come trasformata rapida di Fourier o, in breve, FFT (Fast Fourier
Transform). Si osservi che per un insieme di 1024 dati la FFT riduce il numero di

moltiplicazioni di un fattore 100.

Una importante applicazione della FFT € la ricerca di cicli e sottocicli in un insieme di
N=(2n+1) dati sperimentali f, quali, per esempio, il campionamento di un segnale. Cio si fa
attraverso il calcolo dei numeri [c,|* o equivalentemente di 1/4(a*+ b,?), k=1,...n che
costituiscono il periodogramma dei dati. La presenza di qualche picco in corrispondenza
a certi valori di k corrisponde alla presenza di una forte componente di frequenza k, cioe
tale che realizza k cicli periodici sugli N dati. Il numero N/k e la periodicita di quella

componente.

165



